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Préface

Alain Taurisson n’est pas un simple utilisateur, méme
trés compétent, de ce que I’on entend par I’expression de
«gestion mentale». 11 a, en effet, mis a I’épreuve de son
expérience, de sa culture el, surtout, de sa pénétration
d’esprit les concepts qui la fondent et les principes qui la
conduisent. C’est donc avec ses enrichissements personnels
qu’il invite & la vivre.

Ces mérites suffiraient 2 justifier I'intérét que tout ensei-
gnant, tout chercheur devraient porter a ce livre que je suis
heureux d’accueillir dans notre collection et de préfacer.

Ce ne serait pas assez dire. Le mérite supréme de ce livre
se trouve dans ’effort que Alain Taurisson accomplit en
présentant une véritable pédagogie de I'intuition mathéma-
tique. Comment faire pour maitriser la démonstration d’un
théoreme ? Comment faire pour comprendre un probleme
d’algebre ou de géométrie ? A ces questions, Alain Tauris-
son apporte des réponses d’une indiscutable rigueur. Ces
«comment faire» concernent les gestes mentaux que
I’éleve doit mettre en ceuvre pour rencontrer la compréhen-
sion. Ces gestes mentaux sont les vrais chemins de I’intui-
tion mathématique. Beaucoup de ceux qui échouent a
atteindre estiment a tort qu’elle n’est qu'effet de I'apti-
tude pure. 11 suffit de lire les analyses de Taurisson pour
constater de la facon la plus nette qu’il s’agit d’abord et
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avant tout de s’ouvrir a la pratique de ces gestes mentaux
pour acquérir ce qu’on appelle le sens mathématique.

L’orientation des éléves vers les sections nobles du bac-
calauréat découle de leurs résultats en mathématiques. Si
I’on apercoit qu’étre bon dans cette discipline n’est pas un
effet génétique, mais dépend de I'intelligence pédagogique
et de la volonté de I’éleve, on aura fait un grand pas vers
I’égalité des chances. C’est bien la I’apport de ce trés beau
travail d’ Alain Taurisson.

Antoine de La Garanderie



I

Comprendre et déterminer
le processus d’évocation

L’enfant qui éprouve des difficultés a I’école, et en parti-
culier en mathématiques, est un enfant solitaire, au moins
du point de vue cognitif. Face au probléme qu’on lui pose,
ala legon qu’il doit comprendre, il se retrouve seul et vide.
11 croit que la réponse est ailleurs, quelque part, hors de lui,
inaccessible. Alors qu’il peut trés bien savoir guider un
canoé dans les rapides, démonter son vélomoteur, ou savoir
ol se placer sur un terrain de rugby ou sur une patinoire de
hockey, il va se sentir en mathématiques comme un étran-
ger dans un pays dont il ignore la langue et les habitudes.
Tout ce qui lui reste a faire, c’est d’imiter, de faire sem-
blant, de donner le change. De la un comportement méca-
nique et absurde: du mécanique plaqué sur du vivant,
comme disait Bergson en parlant du comique. C’est
«I’automaths » de Stella Baruk, cet étre coupé de lui-
méme, coupé de Dactivité mathématique et coupé de
I’enseignant, qui aborde un probléme mathématique
comme Tati traversait ses films: toujours ailleurs, souvent
muet, ignorant superbement le contexte qui lui semble le
fruit d’un hasard contraire.
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J.,15 ans, qui vivait les mathématiques comme un monde
livré a I’arbitraire et au hasard, m’a confié un jour: «Tu
sais, les profs, ils font tout sans réfléchir, au hasard. On ne
les voit jamais chercher. Mais pour eux ¢a marche!»
concluait-il, vaguement admiratif. Lui aussi faisait tout « au
hasard », mais ¢a ne marchait pas.

Il n’y a pas que les éleves en difficulté qui ont cette
impression d’impuissance et d’absurdité face a 'univers
mathématique: des enseignants, et de bons enseignants,
vous disent quelquefois qu’ils ont toujours passé leurs exa-
mens avec un vague sentiment de culpabilité. 1ls savaient
répondre aux questions mais avaient profondément le senti-
ment de ne pas «comprendre ».

Les mathématiques se voudraient un langage universel,
cohérent, simple et accessible a tous. Mais les enfants nous
disent que c’est le monde compliqué de I'arbitraire et de
I’absurde.

Faire des mathématiques est une activité qui a un sens
pour celui qui la pratique avec plaisir. Aider un éléve en
difficulté, c’est d’abord partir avec lui et pour lui a la
recherche du sens des mathématiques. Ce sens passe par la
capacité de se donner des représentations de certains
aspects de la réalité, des opérations, des concepts mathéma-
tiques, des problemes. Enseigner les mathématiques
consiste pour une large part & amener les éléves a se donner
des représentations.

Commengons par dire que nous ne considérons pas
I’éleve comme un «objet » sur lequel on agit, mais comme
un sujet qui peut maitriser peu a peu ses moyens
d’apprendre. Cela va nous conduire a I’aider a devenir de
plus en plus conscient de certains processus intellectuels.

Il ne s’agit pas d’exploration affective, travail que seul
un spécialiste pourrait conduire, et un enseignant n’est pas
et ne peut étre ce spécialiste. 1l s’agit d’une exploration de
I’activité intellectuelle dans ce qu’elle a de conscient, ou de
ce qui peut en remonter a la conscience ; et cela est bien du
ressort de I’enseignant. Nous n’affirmons pas que les
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aspects affectifs n’ont aucune part dans I'activité intellec-
tuelle, bien au contraire. Méme en mathématiques, ils
jouent un role trés important. 11 suffit de lire par exemple
Mathématique et affectivité de Jacques Nimier ! pour s’en
convaincre s’il en était besoin. Mais un enseignant ne peut
intervenir directement que sur I’aspect cognitif, ce qui
releve directement de sa compétence. 11 s’agit presque
d’une affaire d’éthique professionnelle. Et en plus, une
amélioration de I’efficacité intellectuelle entraine bien sou-
vent des changements affectifs profonds. Un enfant qui a
compris qu’il posseéde seul la maitrise de ses moyens
d’apprendre, qui apprend 2 les reconnaitre, a les modifier et
a les utiliser acquiert peu 2 peu une meilleure confiance en
lui.

L’importance des aspects conscients
du processus d’apprentissage

Apprendre reste un processus mystérieux, méme pour
celui qui apprend, et surtout s’il apprend avec facilité.
Cependant les activités intellectuelles ne se font pas en
dehors de nous. L’élaboration d’une représentation mentale
est une activité individuelle, interne que personne ne peut
faire & notre place. Mais la partie consciente de ce travail
peut étre partagée. Certaines de ses modalités peuvent étre
décrites, comparées, expérimentées. On peut créer des cir-
constances favorables a certaines formes de représentation
mentale. Méme si I'acte de se représenter mentalement est
un travail s’effectuant dans I’intimité de la conscience, on
peut aider a le faire. C’est ce qu’on appelle «enseigner».
C’est du moins le sens que nous donnerons a ce mot.

Au-dela de cet aspect conscient de I'activité intellec-
tuelle, il existe des mécanismes qui nous échappent com-
plétement, comme nous échappe le role du nerf optique

1. Collection Laurence Pernoud, Ed. Stock.
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dans la vision. C’est 1a que doit se faire la frontiere entre
spécialistes: le peintre s’intéresse a 1’impression visuelle,
I’opticien au fonctionnement de I’ceil alors que le neurochi-
rurgien s’intéresse a I’aire du cerveau réceptrice du mes-
sage transmis par le nerf optique. Nous laisserons de coté
les aspects qui ne peuvent devenir conscients; cela ne
revient pas a nier leur importance, mais il s’agit de limiter
notre domaine d’intervention.

Ni théorie ni méthode, mais des moyens
d’observer et d’agir

Nous allons nous placer strictement sur le plan de ’inter-
vention pédagogique. Notre but n’est pas de faire une théo-
rie, mais de donner des moyens de regarder et d’agir face a
un éleve ou a une classe. Il s’agit encore bien moins de
définir une méthode: les cas sont si différents, les situa-
tions si variables, qu’une «méthode» est vite ridicule:
encore du mécanique plaqué sur du vivant. En revanche, on
peut apprendre a faire des hypothéses sur I’origine des dif-
ficultés ou des succes des éleves, a vérifier ces hypotheses
et a agir en conséquence, ce qui revient 2 augmenter le
nombre des possibilités d’intervention et a les adapter.
Comment donner aux éleves des moyens de se construire
des représentations des «objets mathématiques», des
«algorithmes », qui vont leur permettre de manipuler la
«langue mathématique » et de «résoudre des problemes »,
telle est la principale question a laquelle nous allons
essayer de répondre.

L’évocation mathématique doit s’exercer
sur des objets mathématiques

Pour donner un sens aux mathématiques, il ne suffit pas
d’évoquer un cours, il faut pratiquer cette évocation sur les
«objets » qui favorisent la compréhension. On peut, avec la
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meilleure volonté du monde, faire pratiquer le travail men-
tal sur les mauvais objets et conduire non pas a une com-
préhension réelle mais a Ieffet diamétralement opposé.
Nous ne pouvons donc pas imaginer favoriser la compré-
hension en mathématique sans tenir compte de la nature
particuliere de cette discipline. On n’apprend pas, on
n’enseigne pas les mathématiques comme le frangais, I’his-
toire ou le tennis.

L’enseignant n’est pas un psychologue

Enseigner c’est agir, et il nous faut bien enseigner. Nous
ne pouvons compter sur «la seule nature de ’enfant pour le
conduire au stade formel et a la structure mentale adulte » 2.
Et comme I’affirmait Gréco, «en aucun cas, les théories
psychologiques ne suffisent a engendrer des préceptes
pédagogiques ». Si le psychologue peut se permettre de
n’étre qu’un observateur, I’enseignant doit agir pour révéler
les potentialités de I’éleve. 1l le fera d’autant mieux s’il le
fait 4 partir de ce qui peut étre rendu explicite quant aux
moyens d’apprendre de ce dernier.

Bien que ce soit une préoccupation assez nouvelle dans
Ie milieu scolaire, il est admis que deux individus ne
réagissent pas de la méme fagon du point de vue affectif.
Dans certaines écoles, on a fait des progres considérables
pour prendre en compte ces différences. Par contre, méme
si ’on dit qu’il y a bien des fagons d’apprendre, on ne se
donne pas toujours les moyens de les prendre en compte.
Pourtant la «diversité des formes d’intelligence » est consi-
dérable. On ne pourra devenir un enseignant plus efficace
que si I’on apprend a connaitre, & tenir compte et méme a
profiter de ces différences. C’est un travail difficile.

2. Guy Avanzini, 1990.
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Apprendre en restant soi-méme

Il n’y a pas d’apprentissage véritable sans que ’on
puisse donner un sens a ce que ’on fait. Il n’y a pas non
plus d’apprentissage véritable si I’on doit y laisser une part
importante de soi-méme. Ces deux aspects sont souvent
reliés. Si les mathématiques apparaissent comme une suite
de gestes a accomplir dont les finalités échappent, si les
moyens de les apprendre semblent tellement différents, tel-
lement étranges et étrangers, 1’éleve aura ]’impression
qu’on lui demande de pénétrer dans un monde absurde et
méme dangereux dont il est exclu au départ. Nous sommes
donc obligés de relier ’apprentissage des mathématiques
non pas a la «vie courante», ce qui conduit souvent a des
absurdités, mais a certains aspects de la «vie intérieure »
consciente des individus.

Les éleves en difficulté sont toujours fort étonnés que
I’on s’intéresse a eux et aux moyens mentaux qu’ils utili-
sent dans la vie quotidienne avant de passer aux mathéma-
tiques. Ils sont encore plus étonnés quand on leur montre
que certains des gestes mentaux qu’ils effectuent, quand ils
font du sport par exemple, leur permettent de commencer a
apprendre les mathématiques. Un éléve a souvent I’impres-
sion d’étre un «objet» & 1’école. Si on lui demande tout
d’un coup de partir de ce qu’il est et de ce qu’il fait déja
pour apprendre, il devient «sujet» et, qu’il le veuille ou
non, responsable.

Le projet est I’organisateur des fonctions cognitives

On trouve de plus en plus de paralléles entre le traite-
ment de I'information effectué par un ordinateur et le fonc-
tionnement cognitif d’un étre humain, analogie intéressante
et pouvant conduire a distinguer cinquante ou cent fonc-
tions cognitives différentes. Mais programmer un ordina-
teur revient a activer des fonctions trés spécifiques dans un
ordre donné. Un €tre humain a qui on prescrirait cette fagon
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de faire ne connaitrait méme pas le sens de son action. Par
contre, s’il veut réaliser un projet, il va mettre en ceuvre et
coordonner spontanément I’action de nombreuses fonctions
cognitives. Alors que I’on programme un ordinateur, un
étre humain se donne un projet pour agir; et il donne en
méme temps un sens a son action. Le projet dirige, coor-
donne et légitime I’activité intellectuelle. C’est aussi un
moyen d’intervention au niveau de la classe qui concerne
chaque individu. Une part essentielle de ce livre concerne
le projet de « faire des mathématiques ».

LA PERCEPTION ET L’EVOCATION

Nous croyons souvent qu’il suffit de parler pour &tre
compris, ou au moins étre «entendus», ou qu’il suffit de
montrer pour que ce que nous montrons soit «vu». Tous
ceux qui enseignent ou qui simplement tentent de commu-
niquer a d’autres des idées ou simplement des faits savent
qu’il n’en est rien.

Antoine de La Garanderie a distingué deux temps dans le
processus d’intériorisation d’un événement: la perception
et I’évocation. Cette distinction a le mérite d’avoir des
conséquences pédagogiques trés importantes. Si enseigner 3
c’est «transmettre 3 un éleve de fagon a ce qu’il com-
prenne et assimile », I’évocation va nous permettre d’isoler
ce moment de compréhension et d’assimilation, d’en
décrire certains aspects pour lui donner toute sa place.

La perception

Ce qui nous parvient du monde extérieur laisse une
impression par 1’intermédiaire de nos cinq sens: impres-
sion sonore, visuelle, olfactive, tactile ou gustative. Nous

3. Dictionnaire Robert.
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appellerons objet externe une situation, un événement, une
image, un texte, un discours qui va laisser en nous des
traces a travers nos organes des sens.

Les événements extérieurs ont aussi un écho que nous
ressentons dans nos muscles ou dans notre affectivité: en
regardant un danseur faire un pas, il se peut que nous res-
sentions nos muscles réagir a ’image de ceux du danseur;
un simple regard peut provoquer en nous tristesse ou joie.

Ces impressions, échos immédiats des événements exté-
rieurs, vécues dans 'instant, sont le résultat de la percep-
tion. C’est sur ce matériel ressenti que va s’exercer I’évo-
cation dont nous allons maintenant parler.

L’évocation

L’évocation est un retour intérieur et actif fait sur ces
impressions pour les structurer, leur donner un sens, les
interpréter et les mettre en relation avec des éléments déja
connus, ou simplement pour les coder et les garder en
mémoire. C’est le deuxieéme temps, celui ot I'individu, a
partir des traces perceptives, fait une interprétation person-
nelle qui va constituer pour lui le sens de la réalité d’un
événement extérieur.

L’évocation est une activité interne, invisible pour
I’observateur. Le processus lui-méme peut étre «incons-
cient» pour celui qui I’effectue, inconscient voulant sim-
plement dire ici qu’il n’en a pas conscience comme c’est le
cas de la multitude des gestes habituels que nous effectuons
chaque jour. Cependant il est possible de prendre
conscience et d’agir sur certaines modalités de 1’évocation.
Quand on tente de donner une explication a un éleve, et
qu’il ne comprend pas, on tend a affirmer globalement
qu’il «ne comprend pas», qu’il «n’écoute pas» ou méme
«qu’il est béte». Il se peut plus simplement que sa fagon
particuliere d’évoquer fasse que I’information ne parvient
pas a sa conscience. Si c’est le cas, ses capacités intellec-
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tuelles n’ont méme pas I’occasion de s’exercer puisque leur
source est tarie.

Au moment de I’évocation, il y a création d’images men-
tales chargées de sens, de nature visuelle, auditive, verbale
ou kinesthésique. Nous appellerons kinesthésique une évo-
cation dont la nature est un ressenti, que ce soit un ressenti
physique, musculaire ou émotif. Pour qu’il y ait évocation
kinesthésique, il faut que ce ressenti nous permette de nous
dégager de I'instant présent pour accéder a la signification
de I'impression premiere. Par exemple, un €leve peut parler
du sommet d’un triangle comme d’une pointe piquante. Ce
terme fait référence a une impression physique. Cette
impression est pourtant une évocation: I'éleve ne s’est
jamais piqué sur un triangle. Il s’agit bien d’un retour sur
une impression visuelle, le triangle, qui provoque un écho
au niveau du toucher, et, sur cette évocation, il pourra gref-
fer une définition plus mathématique qui aura un sens pour
lui.

Ces images évoquées existent en I’absence de I’objet
externe ; elles permettent d’avoir conscience d’une image
visuelle, de sons entendus, de paroles prononcées, d’émo-
tions ou d’impressions de mouvements en I’absence de tout
stimulus externe ou de tout mouvement physique. Dans
tous ces cas, nous parlerons d’images mentales. Toute notre
activité intellectuelle se fait a partir des images mentales et
non pas des objets externes.
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Perception Evocation

Objet externe

® @ intérieur

@iet évoqué

Impression
résullant de la
perception

Retour sur I'objet externe

Sur ce graphique, nous avons représenté I’évocation qui
part d’un objet externe et produit une impression. A partir
de cette impression, et par I’intermédiaire du langage inté-
rieur, se construit un objet évoqué. Souvent, il est néces-
saire de revenir a I’objet externe pour créer des impressions
plus précises permettant au processus d’évocation de se
faire avec plus de précision.

Nous avons représenté par un ensemble peu structuré
«’'impression résultant de la perception» alors que I’objet
évoqué est beaucoup plus structuré. Nous voulons ainsi
indiquer que c’est le travail d’évocation qui donne sa struc-
ture a I’objet évoqué et non pas la perception. On voit aussi
que I’évocation porte sur des impressions internes et que le
langage intérieur concerne des objets déja évoqués et non
pas des objets externes. Le retour sur ’objet externe oblige
a affiner la perception et rend plus sensible le canal senso-
riel correspondant. Le musicien a peut-tre au départ une
meilleure oreille que celui qui ne I’est pas, mais le retour
qu’il fait consciemment sur ce qu’il entend «ouvre» son
oreille et améliore sa perception.
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LE LANGAGE INTERIEUR

Le processus d’évocation ne se limite pas a la formation
«d’images mentales». Il faut, pour qu’il y ait «assimila-
tion », que le nouvel objet soit mis en relation avec d’autres
images, d’autres mots ou énoncés, d’autres « objets men-
taux ». Cette assimilation se fait par 1'intermédiaire d’un
langage intérieur, propre a chacun d’entre nous. 11 doit €tre
adapté a cet objet nouveau. Enseigner les mathématiques
passe par la construction d’un langage intérieur a la fois per-
sonnel, dans la mesure ot il doit correspondre a des caracté-
ristiques individuelles, et universel dans la mesure ot il doit
permettre 1’assimilation de problémes mathématiques.

A titre d’exemple, nous pouvons prendre I’addition qui
peut étre associée a une réunion de deux collections
d’objets. Ce processus permet de reconnaitre une addition
dans une situation concréte et d’utiliser 1’opération mathé-
" matique, ou simplement la table d’addition, pour résoudre
le probléme. Ce processus est un élément de ce que nous
appelons le langage intérieur.

Préciser la forme, le contenu et la mise en ceuvre
de I’évocation et du langage intérieur

Quand le processus d’évocation ne se fait pas, il ne peut
y avoir apprentissage ni méme communication réussie.
Nous allons donc tenter de préciser les conditions de mise
en ceuvre du processus d’évocation, en particulier en
mathématiques, ainsi que les caractéristiques du langage
intérieur. Plus précisément, nous explorerons les diverses
modalités du processus d’évocation et les canaux de com-
munication entre le maitre et 1’éléve, et cela dans un double
but. Le premier est de trouver des moyens de conduire un
éleve 2 faire attention et a comprendre. Le second est de
trouver des voies différentes adaptées a chacun pour
résoudre des problemes.
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Les habitudes évocatives

Il semble que nous ayons des habitudes évocatives.
Essentiellement, nous pouvons avoir 1’habitude de nous
donner surtout des images visuelles, et nous dirons dans ce
cas que nous avons une dominante visuelle. Nous pouvons
aussi avoir des habitudes évocatives auditives, c’est-a-dire
que nous nous donnons surtout des images sonores. Nous
pouvons aussi nous donner des images verbales, c’est-a-
dire que nous devons nous parler pour évoquer ce qui nous
entoure. Nous pouvons aussi pratiquer une évocation kines-
thésique, c’est-a-dire 2 partir des gestes ou du ressenti.
Cette évocation est souvent le point de départ d’une autre
évocation dans le domaine intellectuel, évocation visuelle,
verbale ou auditive. Il existe bien sir des évocations
mixtes, ou adaptées a I’objet externe & évoquer. Nous don-
nerons des moyens de reconnaitre ces divers profils dans le
domaine qui nous concerne. Pour ceux que la question inté-
resse, ils peuvent naturellement consulter entre autres tous
les ouvrages d’Antoine de La Garanderie, mais aussi ceux
de Richard Bandler et John Grinder, et du Dr Raymond
Lafontaine dont on trouvera les références en annexe.

La description du processus d’évocation que nous
venons de faire est une description de pédagogue. Elle ne
prend en compte que les éléments qui sont conscients ou
qui peuvent le devenir et sur lesquels on peut intervenir
comme enseignant. On peut prendre conscience facilement
de la différence entre le temps d’évocation et le temps de
perception: chacun de nous a déja lu des pages entidres
d’un livre sans en comprendre le moindre mot. Le déco-
dage, la perception dans ce cas, s’est bien fait, mais la tra-
duction de ce qui est lu sous la forme d’images visuelles,
de sons entendus ou d’un discours personnel n’a pas eu
lieu, et il n’y a pas eu d’évocation ni, par conséquent, de
compréhension.

Dire qu’il y a formation d’images visuelles ou autres au
moment de I’évocation ne veut pas dire que la compréhen-
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sion se réduit a la formation de telles images. Ce n’est que
la partie apparente du processus. La vague n’est pas la mer,
mais, pour le marin, c’est la hauteur de la vague et les cou-
rants de surface qui importent et non le taux d’oxygéne
preés du fond. Quand nous disons de quelqu’un qu’il est
visuel, cela signifie qu’il est conscient d’abord d’images
visuelles. Un psychologue, lui, pourra peut-€tre montrer
qu’il y a toujours un double codage 4, mais qu’importe ce
double codage si nous ne pouvons en ramener a notre
conscience qu’un seul ? Et ¢’est ce qui importe puisque les
décisions que 1’on va prendre consciemment au cours de la
résolution d’un probléme par exemple seront prises a partir
de ce qui est présent & notre conscience a ce moment-1a.
Soutenir le contraire reviendrait & dire que la résolution
d’un probléme est un processus ne dépendant pas de la
conscience, donc 2 jamais mystérieux.

LA PRISE DE CONSCIENCE
DES HABITUDES EVOCATIVES

Nous allons vous proposer trois exercices vous permet-
tant de prendre conscience de certains aspects des modali-
tés de I’évocation. Il serait préférable de faire d’abord ces
exercices en petits groupes. Ils peuvent ensuite &tre adaptés
pour &tre présentés en classe. Vous pourrez ainsi prendre
conscience de différences individuelles importantes et sou-
vent insoupgonnées.

Le but de ces exercices est d’observer certaines modali-
tés d’un processus difficile a cerner que nous appelons
I’évocation. Il ne s’agit pas de faire une classification
hative ou encore de montrer la validité d’une théorie. Il
s’agit simplement de se donner les moyens d’observer en
toute modestie une réalité a laquelle nous n’avons pas
directement acces.

4. Paivio, Kosslyn, Ball et Reiser.
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Voici un premier exercice qui permet de mettre en évi-
dence les différences entre les habitudes évocatives. Il nous
permettra en plus de proposer une définition du «geste
mental ».

Il s’agit d’utiliser un vieux moyen mnémotechnique
datant du Ve siécle et popularisé par Simonide. Simonide
était un des convives d’un important banquet. Apres
I’effondrement accidentel du toit, Simonide parvint a iden-
tifier les morts parce qu’il avait associ€ visuellement
chaque individu & sa place autour de la table. En se redon-
nant mentalement 1’image de la table, il avait revu mentale-
ment chacun des convives. On a tiré de la une méthode
mnémotechnique pour apprendre des listes de mots. Vous
pouvez vous-méme en faire 1’essai. On peut faire cette
expérience a deux, mais il est beaucoup plus intéressant de
la faire a dix par exemple.

Vous commencez par vous donner I'image d’une picce
familiére de votre appartement: votre cuisine, votre cham-
bre, votre salon... Dans cette piece, vous identifiez mentale-
ment dix objets: s’il s’agit de la cuisine, ce peut €tre le
réfrigérateur, la cuisiniére, 1’évier, la table, etc. Toujours
mentalement vous ordonnez les dix objets de la piece: le
premier pourra étre le réfrigérateur, le second la cuisiniére
et ainsi de suite jusqu’au dixieme. Vérifiez que vous pou-
vez, toujours mentalement, identifier le troisieme, le cin-
quieéme, le premier, bref retrouver I’objet simplement a par-
tir de son rang.

Demandez ensuite a quelqu’un, qu'on appellera le
meneur de jeu, de faire une liste ordonnée de dix person-
nages connus. Ensuite demandez-lui de vous lire lentement
cette liste une seule fois. Chaque fois que vous entendez le
nom d’un personnage, vous visualisez son image et vous
placez mentalement cette image dans I’objet qui a le méme
rang que le personnage dans la liste. Si Einstein est le pre-
mier de la liste, vous placerez I’image d’Einstein dans le
premier objet de la pigce, puis le second personnage dans le
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second objet de la pitce, jusqu’a ce que la liste de person-
nages soit épuisée.

Ensuite, le meneur de jeu va vous demander de prendre
un crayon et d’écrire le nom du premier personnage de la
liste, du troisieme, bref de redonner la liste non pas dans
I’ordre mais dans un ordre qu’il aura lui-méme déterminé.

Dés qu’on est plus de cinq a faire ensemble cette expé-
rience, on constate en général qu’une ou deux personnes
réussissent 2 restituer parfaitement la liste dans le désordre
et qu'un nombre équivalent ne se souvient que d’un ou
deux personnages. On peut donc en déduire tout de suite
que la méthode a été efficace pour certains et inefficace
pour d’autres. Mais il est beaucoup plus intéressant de
demander 2 chacun de préciser ce qu’il a fait mentalement.

Certains sont arrivés parfaitement a se donner I'image
visuelle d’une piéce de leur appartement, quelquefois glo-
balement. Ils se voient au centre de la piéce et peuvent
embrasser les dix objets d’un méme regard. D’autres au
contraire doivent imaginer qu’ils balayent du regard les
objets les uns aprés les autres, et c’est d’ailleurs de cette
facon qu’ils les ordonnent. D’autres ne parviennent que tres
difficilement 2 visualiser les objets dans la piéce. Les
images sont instables, il leur est difficile de les ordonner et
de les compter. Il n’est pas rare qu’ils ne se donnent que
neuf objets et quelquefois onze.

La deuxidéme consigne est de placer I'image de chaque
personnage dans 1'image d’un objet. Peu de personnes la
respectent. Certains prennent conscience de la difficulté
qu’ils ont & visualiser un personnage qu’ils connaissent, et
encore plus & manipuler mentalement son image. Certains
visualisent le nom du personnage et non son image.
D’autres, au lieu de placer I'image du personnage dans
1’objet, font une association verbale entre le personnage et
I’objet : il va leur paraitre incongru de placer Einstein dans
une poubelle ou une artiste de cinéma dans un réfrigérateur
et c’est cette association qu’ils vont faire. D’autres vont
construire un lien logique entre le personnage et I’objet, par
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exemple Einstein est un physicien qui aurait pu inventer les
principes de fonctionnement du réfrigérateur. Il est possible
aussi de représenter chaque personnage par un symbole,
comme un musicien par un instrument ou une note de
musique. Certains n’ont pas pu faire d’associations faute de
temps.

En général, fort peu parviennent a respecter strictement
la consigne donnée, souvent parce que la précision de cette
consigne les oblige a faire un geste mental hors de leurs
habitudes. S’ils ne remplacent pas ce geste mental ineffi-
cace par un autre qu’ils peuvent accomplir, comme par
exemple de trouver un lien logique et verbal entre le per-
sonnage et I’objet, ils échoueront au moment de réciter la
liste dans I’ordre comme dans le désordre.

En résumé, ceux qui retiennent la liste ont accompli le
geste mental tel qu’il a été décrit, ou I’ont remplacé par un
autre, efficace pour eux. Ceux qui n’ont pas pu retenir la
liste n’ont pas pu effectuer le geste mental donné parce que
c’est un geste mental inhabituel pour eux, ou parce qu’ils
n’ont pas eu le temps de le faire.

Enfin, si on demande & des groupes de retenir par coeur
une liste de dix noms aprés une seule lecture, sans leur indi-
quer une procédure mentale pour les retenir, la rétention va
étre beaucoup plus faible. Le lien entre I’exécution d’un
geste mental et la réussite d’une tiche intellectuelle donnée
est donc évident. Si le geste mental est accompli, il y a
mémorisation. Dans le cas contraire, soit parce que le geste
mental ne correspond pas a ce que I’individu peut faire, soit
qu’aucune indication ne lui ait été donnée, il y a échec.

Adaptation de la méthode aux habitudes de chacun

On peut ensuite rechercher avec chacun des participants
une méthode qui lui convienne : établir des liens logiques,
descriptifs, incongrus entre I’objet et le personnage, ou
entre le nom, son écriture et une caractéristique de I’objet.
Ensuite, en laissant le temps nécessaire a 1’accomplisse-
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ment du geste mental adapté a chacun, on augmente consi-
dérablement D'efficacité de la méthode. Insistons sur
I'importance de ce temps nécessaire a la réalisation du
geste mental choisi.

Comme les moyens mentaux efficaces correspondent &
des habitudes individuelles: ceux qui ne parviennent que
faiblement 2 se donner consciemment des images visuelles
vont utiliser un autre moyen. Ceux qui ont I’habitude de se
donner des images visuelles précises et qui ont I’habitude
de les utiliser dans leur travail intellectuel vont choisir une
méthode trés voisine de la méthode proposée. 1l est intéres-
sant aussi de constater que certains qui utilisent des images
trés globales qu’ils ne décomposent pas peuvent se donner
I’image de la piece globalement, mais vont avoir beaucoup
de difficulté 2 retenir I’ordre des objets. La méthode va étre
efficace dans la mesure oli I’on va travailler avec eux pour
qu’ils ordonnent les objets de la piece, quelquefois en don-
nant un numéro a chacun de ces objets.

Si I’on demande aux participants de préciser la nature de
leurs images visuelles et du role qu’elles semblent jouer, on
remarque que si la grande majorité a conscience d’une
image visuelle, quelle que soit la méthode utilisée, son role
et sa nature sont fort différents d’une personne a I’autre:
chez certains, I’image est nette et elle revient telle quelle au
moment de restituer la liste. Pour d’autres, elle semble loin-
taine, incertaine et ce n’est pas elle qui arrive au moment
du rappel. L’image peut &tre fixe et difficile a transformer
ou au contraire animée. Elle peut accompagner des mots,
les illustrer ou se présenter avant toute verbalisation. Elle
peut étre utilisable directement pour ramener un souvenir
ou simplement accompagner une autre expression de ce
souvenir, verbale par exemple.

Si I’image est souvent présente dans le champ de la
conscience, son role et son importance sont trés variables.
Dans la technique de Simonide, les images visuelles ont
plusieurs statuts: il y a I'image de la piéce, donc une évoca-
tion d’objets existants. Il y a I'image des personnages. Ces
personnages sont toujours beaucoup moins familiers que la
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piece d’une maison dans laquelle on vit quotidiennement. Il
y a enfin le déplacement mental de I'image du personnage
dans I’objet: c’est une activité purement mentale qui ne
reproduit aucune action réelle. On peut avoir facilement
I’image mentale de la piéce et des objets qui la constituent
sans avoir aucune «dominante visuelle ». Quelqu’un pourra
se révéler comme ayant une dominante verbale, étre capable
de visualiser fort convenablement la piéce familiere, étre
capable de représenter par des symboles visuels chacun des
personnages, et créer des liens logiques et fort peu visuels
entre les symboles et les représentations des personnages.
Au moment du rappel, il verra I’objet et se dira la relation
entre I’objet et le personnage. Il y aura bien eu images
visuelles a un certain niveau, mais toute la procédure men-
tale sera verbale. Un tel individu, au moment de la lecture
d’un texte, ne se fera aucune image visuelle et trouvera trés
difficile de mémoriser un schéma relativement simple.

Le r6le de I'image dans la vie mentale peut intervenir a
des moments différents: on peut avoir facilement
conscience d’images d’objets familiers, mais parvenir diffi-
cilement a créer des images sans lien avec une réalité
concrete. On peut se donner des images du passé, mais ne
pouvoir se donner des images de ’avenir. On peut aussi
avoir des images en téte, mais trouver des relations ou faire
des liens d’une fagon purement verbale. Cela conduit a par-
ler de « paramétre » 5,

Quand son rble semble largement prépondérant dans la
vie mentale, quelles que soient les circonstances, quand
I'image est & la source de notre compréhension, nous
dirons que nous avons affaire a quelqu’un de visuel. Quand
c’est le langage qui semble prépondérant dans la vie men-
tale consciente, nous dirons que nous avons affaire 2
quelqu’un d’auditif ou de verbal selon qu’il donne plus
d’importance aux mots qu’il entend ou a ceux qu’il se dit.

5. Voir Les profils pédagogiques, A. de La Garanderie, p. 114 et sui-
vantes.
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Dire de quelqu’un qu’il est visuel, ou verbal, ou auditif,
est donc un raccourci qui nous cache une réalité autrement
plus complexe. Nous utiliserons cependant cette terminolo-
gie parce que nous pourrons regrouper de cette fagon des
caractéristiques et des fagons de faire, mais il est bien
entendu qu’un mot comme visuel ne saurait décrire tout le
processus évocatif d’un individu.

LE GESTE MENTAL

En commentant 1’expérience précédente, nous avons
parlé de «geste mental» pour qualifier le mouvement qui
consiste & placer mentalement ’image d’un personnage sur
I’image d’un objet. Il s’agit d’une action mentale sur des
images mentales. A partir de 13, nous pouvons donner une
définition dynamique d’un geste mental:

Effectuer un geste mental consiste a faire subir,
consciemment et dans un but précis, un certain traite-
ment & des représentations mentales.

Voici un autre exemple qui justifie I’appellation de
« geste mental ». Shepard et Metzler 6 ont proposé la tiche
suivante : comparer deux objets présentés simultanément en
vue de décider s’il s’agit du méme objet dans une autre
orientation ou bien de deux objets différents. L’angle entre
les deux orientations de 1’objet est compris entre 0° et 180°.

Le temps de décision est une fonction linéaire de
I’amplitude de la rotation mesurée en degrés. Tout se passe
comme si les sujets opéraient mentalement une rotation des
objets et que cette rotation se faisait a vitesse constante,
tout comme s’il s’agissait de faire tourner un objet réel. On
peut méme déterminer une vitesse de rotation mentale: 0,5 s

6. Mental rotation of three dimentional objects, Science, 1971.
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pour 180° dans le cas d’objets simples et 3,5 s dans le cas
d’objets compliqués. 11 s’agit d’un véritable geste mental,
comme si P’on agissait effectivement sur des objets réels
bien que mentaux.

Précisons qu’un objet mental ne se résume pas 4 une
image visuelle, comme dans le cas de I’expérience de She-
pard et Metzler, mais peut étre un objet beaucoup plus
compliqué et de nature completement différente. Nous par-
lons aussi d’un «certain traitement sur des représentations
mentales ». Le traitement peut consister non seulement en
un déplacement d’images, mais aussi en toute autre mise en
relation ou méme transformation d’un objet mental en un
autre objet mental.

Un geste mental comporte deux facettes :

1. le résultat qu’il permet d’atteindre (mémoriser, compa-
rer, etc.);

2. les modalités mentales du traitement effectué sur les
représentations mentales (se donner une représentation
imagée ou verbale d’un objet par exemple).

Cette mise en relation du but 4 atteindre et des moyens
de I’atteindre est particulierement précieuse du point de
vue pédagogique. Accomplir un geste mental répond a un
double projet:

1. Tun concerne I’objectif & atteindre: mémoriser, faire
attention, trouver des invariants, etc. ;

2. Iautre concerne les modalités mentales d’y parvenir: par
exemple s’imaginer dans I’avenir et se redire ce que I’on
veut retenir, écouter en se redisant dans ses propres mots ce
qui est dit, superposer mentalement deux images en obser-
vant ce qui coincide et ce qui differe.
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Cette association entre les modalités du geste a effectuer
et la tiche a accomplir est souvent réalisée dans le domaine
sportif o I’on fait faire des gestes qui permettent de réali-
ser une tiche : par exemple, comment frapper la balle pour
lui donner un certain effet. Les tiches intellectuelles, parce
que internes, ne semblent pas accessibles a une expérience
aussi directe.

Notons que méme pour les gestes de nature physique,
c’est la représentation mentale du geste a accomplir qui va
précéder et diriger le geste physique. Les sportifs de haut
piveau se repassent mentalement le geste physique a
accomplir avant de 'effectuer. La représentation mentale
du geste physique 2 effectuer pourra étre de nature visuelle
(je revois le geste), auditive (je me redis comment faire le
geste) ou kinesthésique (je ressens ce que j’éprouve en fai-
sant le geste). La description du geste mental pourra faire
appel a plusieurs de ces modalités en méme temps.

Quelle que soit la nature des évocations (verbale,
visuelle ou kinesthésique) utilisée pour décrire le geste a
faire, chaque individu va élaborer son codage mental per-
sonnel selon des modalités qui lui sont propres. Evidem-
ment, le codage mental sera plus direct, plus rapide et plus
efficace si ’enseignant utilise la modalité la plus habituelle
pour I’éleve.

11 n’est pas toujours possible de décrire directement les
modalités du geste mental. Souvent on placera I'éleve dans
une situation ou il devra exercer un geste mental sans que
’'on puisse en décrire les modalités particulieres. Par
exemple, si I’on dit: « Avant de répondre aux questions du
texte, lis le texte 2 haute voix et tente d’écouter le son de ta
voix pendant la lecture », on décrit directement une certaine
modalité du geste d’attention. Par contre si I’on dit: « Ilya
dans ces deux schémas des éléments communs. Les-
quels ? », on place I’éléve dans une situation ot il doit exer-
cer un geste mental le conduisant a trouver un invariant.
Les modalités mentales ne sont pas précisées.
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La mise en ceuvre du geste mental peut donc se faire de
deux facons:

1. on peut donner la description des transformations men-
tales a effectuer. On peut parler de geste mental décrit
explicitement;

2. on peut placer quelqu’un dans une situation ot il doit
exercer un geste mental. On peut parler alors de description

implicite du geste mental.

Dans le premier cas, on précise le plus possible comment
exercer le geste mental. Dans le deuxiéme cas, on donne un
but & atteindre qui exige la mise en ceuvre de certaines
transformations mentales. Ce but doit &tre assez précis pour
déclencher le geste mental désiré. Dans ce cas, I’éleve a le
choix des modalités particuliéres de ce geste mental.

Le geste mental peut alors demeurer inconscient pour
celui qui exécute, et ce n’est pas trés important pour celui
qui réussit bien. En revanche, pour aider un éleve en diffi-
culté, il faut ensuite essayer de faire préciser les modalités
du geste effectué pour pouvoir I’améliorer. Un geste mental
donné implicitement doit donc tendre & devenir le plus
explicite possible.

L’idée de geste mental permet de donner & I’éléve une
bonne part de la maitrise des moyens de son apprentissage.
En effet, apprendre devient un processus individuel mais
dont on peut parler, dont on peut décrire certains aspects et
dont chacun peut améliorer certaines modalités a partir de
ce qu’il fait déja, ou a partir de ce que d’autres font.
Chaque €léve peut prendre conscience qu’il est acteur et
responsable de son apprentissage. C’est une découverte
importante pour les enfants en difficulté qui pensent sou-
vent que tout se produit en dehors d’eux et que les moyens
mentaux qu’ils utilisent sont, a priori, mauvais.
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FAISONS LE POINT

Cet exemple permet de préciser déja un certain
nombre de concepts que nous allons utiliser par la suite.
—La réussite d’une tiche intellectuelle dépend de
Paccomplissement de gestes mentaux.

— Les modalités de ces gestes mentaux sont différentes
d’un individu a Pautre.

— Tenter d’accomplir des gestes mentaux qui sont
contraires aux habitudes d’un individu conduisent a un
échec plus ou moins important.

- Adapter les gestes mentaux qu’effectue un individu a
ses habitudes mentales augmente sa performance.

- Certains individus ont des habitudes de visualisation
consciente trés supérieures a leurs habitudes de verbali-
sation.

- Certains individus ont des habitudes de verbalisation
consciente trés supérieures a leurs habitudes de visuali-
sation.

Faire de la gestion mentale, ce n’est pas imposer une
consigne précise portant sur les modalités d’un geste men-
tal, c’est au contraire adapter la consigne aux habitudes de
ceux qui devront I’appliquer et faire évoluer leurs habi-
tudes mentales. C’est donner & chacun les moyens et le
temps de trouver les modalités d’évocation qui vont lui per-
mettre de progresser. ;

Faire de la gestion mentale, ce n’est pas non plus tra-
vailler au niveau de ’impression ou des canaux sensoriels,
mais au niveau conscient. En cela, c’est un travail pédago-
gique et non pas psychologique.

Du point de vue pédagogique, c’est sur le processus
d’évocation qu’il nous faut agir alors que nous sOmmes
portés a prendre surtout en compte la perception: nous
veillons 2 la présentation des cours, a leur organisation
didactique, ce qui est essentiel. Mais il nous faut aussi
prendre en compte le processus d’évocation pour rejoindre
I’éleve on il est et comme il est, avant éventuellement de
lui apprendre a évoluer.
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COMMENT DETERMINER
LES HABITUDES EVOCATIVES ?

Voici maintenant deux exercices que vous pourrez faire
d’abord avec un petit groupe, puis que vous pourrez adap-
ter & une classe. Le premier exercice permettra de préciser
le processus évocatif d’un texte entendu, I’autre d’un
schéma placé sur une grille.

Le principe du premier exercice est simple : les habitudes
évocatives agissent comme un filtre qui conserve certains
éléments d’information et en laisse échapper d’autres. En
observant ce qui est conservé et ce qui est abandonné, on
peut faire une hypothése sur la nature du filtre constitué par
nos habitudes mentales. Dans la mesure ol le méme filtre
va agir pendant un cours de mathématiques, nous aurons un
certain nombre d’indications quant a la fagcon de présenter
ce cours, donner une explication ou guider un éléve. 11 fau-
dra encore étre prudent: des filtres différents peuvent
entralner les mémes conséquences. IlI faudra donc
apprendre a poser des questions qui vont nous éclairer et
nous amener a confirmer ou infirmer les hypothéses que
nous pouvons faire quant aux habitudes évocatives. Nous
donnerons des exemples d’entrevues et des questions que
nous avons posées a des enfants de moins de douze ans,
des adolescents et de jeunes adultes. La plupart de ces
jeunes gens avaient certaines difficultés scolaires, en parti-
culier en mathématiques.

Ces entrevues se font autour de tiches précises. Nous
présentons ces exercices de facon a ce qu’il soit possible de
reproduire les mémes expériences et de faire des analyses
semblables 7. La conduite du dialogue doit se faire en res-
pectant un certain nombre de conditions:

7. Des bandes vidéo sont disponibles & I’Université du Québec a
Montréal, département de Mathématiques et d'Informatique, Montréal.
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—Le dialogue s’instaure & I’occasion d’une tiche a
accomplir, ou qui vient d’étre accomplie.

— Ceux qui participent & I’entrevue doivent en connaitre
clairement le but: il ne s’agit pas d’un test, mais d’une ten-
tative de comprendre ensemble les moyens utilisés pour
retenir, faire ou comprendre. Il s’agit d’une investigation a
deux. La réussite de ’exercice n’a pas d’importance, mais
c’est ce qu’on s’est dit, ce qu’on a imaginé, les images, les
mots dont on a eu conscience qui nous intéressent.

—Dans la mesure ol celui qui est interviewé participe a
part égale 2 la recherche de ses moyens d’apprendre, il doit
atre aussi actif que celui qui mene I'entrevue. Si I'intervie-
wer ressent le contraire, c’est qu’il est sorti de son rble et
qu’il a perdu la confiance de celui qu’il interviewe.

— 11 doit étre possible a I'interviewé de mettre un terme a
tout moment a ’entrevue.

—Les questions ou les remarques faites ne doivent com-
porter aucun jugement sur la qualité de ce qui est fait.

— Méme si une réponse peut paraitre incohérente, elle est
toujours fondée pour celui qui la donne. I ne s’agit donc
pas de faire trouver la bonne réponse mais de trouver ce qui
fonde la réponse erronée.

— Toute affirmation de la part de celui qui méne I’entre-
vue doit &tre formulée a la fagon d’une hypothése, le plus
souvent sous forme d’alternative, demandant confirmation
ou choix de la part de celui qui est interviewé.

— Les questions visent a faire préciser des fagons de faire
et des représentations mentales. Celui qui conduit I’entre-
vue doit faire sans cesse des hypotheses sur ce qui sous-
tend une fagon de faire, une affirmation, une réponse, et
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vérifier systématiquement ces hypothéses en les exprimant
ou en les vérifiant indirectement. Il doit le faire en toute
modestie, sans jugement implicite, en montrant bien qu’il
est prét a retirer cette hypothese si elle n’est pas acceptable.

—~ Nous considérons qu’une hypothese est vérifiée si les
deux conditions suivantes sont I’une et I’autre vérifiées.

1. L’ hypothese est confirmée directement par I’interviewé.
2. On propose une tiche qui dépend directement de I’hypo-
thése et cette tache est réussie.

En quelques mots simples, on doit faire part des €lé-
ments précédents au début de I’entrevue.

MEMORISATION ET COMPREHENSION
D’UN TEXTE ENTENDU

Nous avons construit des textes 8 qui comportent des des-
criptions de lieux, des séquences d’actions, I’expression de
sentiments, d’opinions, et des explications plus théoriques.
Nous avons lu ce texte individuellement en demandant a
chacun de nous redonner ce qu’il en avait retenu. Bien sir,
personne ne peut retenir tout le texte, mais les choix impli-
cites faits par chacun dans ce qu’il en redonne permettent
de faire des hypothéses sur les modalités de I’évocation.

Voici deux textes: le premier a été composé a partir d’un
livre de Marguerite Yourcenar, L’euvre au noir. 11 a été
séparé en 11 petits paragraphes et il est destiné plus parti-
culierement a des éleves de plus de quinze ans. Le second,
plus simple, a été écrit pour des éléves plus jeunes. Vous
pouvez a votre tour composer des textes analogues et que
vous jugerez mieux adaptés a votre auditoire.

8. Ce sont ces textes que nous avons utilisés avec les éleéves.
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Texte 1

1. Zénon arriva a la porte des Dames au moment ot on
levait la herse et ot on abaissait le pont-levis.

2. Les gardes le saluérent poliment. 1l quitta la ville et
tourna a gauche.

3. Il marchait a grands pas rapides le long d’un canal ;

4. ¢’était Iheure ou les maraichers entraient en ville pour
vendre leurs légumes.

5. On avait devant soi une de ces belles matinées ou le
soleil perce peu a peu les brumes.

6. Un bien-étre qui était presque une joie emplissait le
marcheur.

Tout cela semblait suffisant pour jeter derriére soi les sou-
cis qui avaient agité les cing derniéres semaines. L'air
libre dissipait le délire.

7. 1l secoua la téte comme on le fait pour écarter une
abeille importune car il revivait maintenant trop souvent
des moments révolus de son propre passé, non par regret
ou par nostalgie, mais parce que les cloisons du temps
semblaient avoir éclaté.

8. Evitant un bourg qui lui faisait I’effet d’un ulcére sur la
belle peau du sable, il prit par les dunes.

9. Du haut de 1’éminence la plus proche, il se retourna
pour regarder la mer a 300 métres de la.

10. Il vit La Belle Colombelle déployer sa voile.
11. Le temps eiit été beau pour le voyage.

Les numéros ne sont pas lus. Ils ne nous servent qu’'a
identifier la nature des diverses parties du texte:
1. description de lieu; indication de temps;
2. actions décrites ;
3. actions décrites;
4. indication de temps — actions;
5. description, atmosphére, impressions ;
6. impressions ressenties, notions plus abstraites ;
7. enchatnement logique ; relations de cause a effet;
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8. action, image ;

9. description et action;
10. description ;
11. impression ressentie.

Le vocabulaire n’est pas élémentaire, certains mots ris-
quent de ne pas &tre connus (herse,...) et certaines tournures
de phrases peuvent causer des problémes. La fagon dont est
traité ce qui n’est pas compris nous donne aussi des rensei-
gnements sur certains aspects du fonctionnement mental de
chacun.

Texte 2

1. Frangois habite une grande maison aux pierres appa-
rentes, a deux étages avec un garage sur le coté. Sur le
devant, au centre de la pelouse, le massif de tulipes n’est
pas encore fleuri. ’

2. Ce matin-la, Frangois sort en courant au moment oit un
camelot apporte le journal. Il le croise sans méme le voir,
traverse la rue et tourne a gauche.

3. La matinée était douce. Un peu de brume flottait encore
dans le ciel. Le silence de la rue était rassurant. On avait
envie de s’imprégner de la légéreté de I’air pour y puiser
une certaine sérénité.

4. Frangois éprouvait presque de la joie aprés la semaine
difficile qu’il venait de vivre. Soudain I’impression de
liberté éloignait un passé difficile.

5. Il ne courait pas parce qu’il était pressé, mais parce
qu’il lui fallait exprimer la joie qu’il ressentait en ce début
de vacances. Les vacances, c’'était une rupture dans le
temps, une ouverture, un ailleurs a conquérir.

Chaque numéro correspond a la classification suivante :
1. description de lieu;
2. actions décrites ; indication de temps ; direction ;
3. atmosphere, impression, ressenti ;
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4. ressenti, notion abstraite ;
5. enchainement logique ; explications abstraites.

Modalités de passage de Pentrevue

Premiére lecture: On commence par avertir 1’auditeur
qu’il devra dire tout ce qu’il a « gardé » ou «retenu» du
texte. L’expression «gardé» est suffisamment vague pour
que quelqu’un «en garde « tous les détails physiques, alors
qu’un autre «en gardera» chacun des mots ou simplement
une impression de liberté. Pour d’autres, « garder» voudra
dire retenir I’organisation logique ou chronologique du
texte. L interprétation du terme «gardé» livre déja une
indication sur le projet implicite que chacun se fait pour
donner un sens a un texte.

Le texte sera lu trois fois. La premigre fois sera lente
mais sans arrét.

La deuxiéme lecture se fera en s’ arrétant 4 chaque phrase
numérotée. On indique 2 1’auditeur qu’il devra, pendant
chaque arrét, tenter de se faire des images visuelles de ce
qu’il entend, c’est-a-dire construire le film ou la diapositive
correspondant 2 ce qu’il vient d’entendre. Le lecteur pour-
suit la lecture d&s qu’il voit que 1’auditeur a terminé le tra-
vail mental de représentation. On tente donc de provoquer
une évocation visuelle.

Avant de commencer la troisiéme lecture, on indique a
’auditeur qu’il devra se redire ce qu’il vient d’entendre. 11
peut faire cette réitération soit en transformant les mots du
texte, soit en répétant exactement le texte, soit en se redon-
nant I’image auditive de ce qu’il vient d’entendre, selon
son choix. La lecture se fera avec les mémes pauses qu’a la
deuxieme lecture. On tente cette fois de provoquer une
évocation verbale ou auditive.

On peut proposer une quatriéme lecture: cette fois,
I’auditeur se laissera aller 2 associer des images, des senti-
ments au texte qui lui est lu.

Au lieu de relire trois fois le méme texte, on ne peut en
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relire que certaines parties pour vérifier certaines hypo-
théses que I’on peut avoir faites aprés la premiére lecture.

Elaboration des hypothéses apres Pécoute d’un texte

Le tri inconscient effectué par I’auditeur aprés la pre-
milre lecture permet de faire certaines hypotheses sur les
modalités de I’évocation.

Groupe 1. — 1Ils retiennent les descriptions de lieux et
oublient tout ce qui est expression de sentiments ou
d’impressions. Méme si on leur pose des questions sur ces
parties du texte, ils ne peuvent & peu prés rien en redonner.
Ils disent la plupart du temps avoir des images visuelles
nettes et parfois immobiles. Leur compréhension part de
ces images. Quand ils lisent & voix haute, la compréhension
peut étre bloquée.

a) Dans cette catégorie, certains vont employer un voca-
bulaire trés proche du vocabulaire du texte: a partir des
images qu’ils se sont données au moment de la lecture et
qu’ils se redonnent avant de retrouver les mots. Ils pourront
apprendre «par cceur» 2 condition de se redonner des
images visuelles avant de retrouver les mots. L’évocation
deT’'image leur ouvre le chemin des mots.

b) D’autres vont employer un vocabulaire trés personnel.
Ils décrivent les images constituées au moment de la lec-
ture. Ils utilisent alors un vocabulaire qui leur est propre
parce qu’ils racontent ce qu’ils voient mentalement, sans
que I'image ne leur raméne les mots du texte. Ils doivent
alors décrire I’image €voquée. Ils ont beaucoup de mal 3
apprendre par cceur, sauf s’ils peuvent mémoriser directe-
ment les images des mots ou des phrases.

Ils seront sensibles aux descriptions et aux actions qu’ils
se représentent avec assez de précision. S’ils ont 1’habitude
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de se donner I'image du graphisme des mots, le sens leur
échappe souvent et ils ont une trés bonne orthographe
d’usage. Ils vont avoir tendance a simplifier, a résumer par
des images simples 2 partir desquelles ils vont lui donner
son sens. Ces images ne respectent pas toujours la chrono-
logie. Les images peuvent revenir dans le désordre, sans
liens entre elles. Ils veulent se donner une vision globale.

Pour donner du sens, ils font quelquefois appel a des
images familires tirées de leur expérience. Ils font alors
des analogies sans substituer complétement leur expérience
personnelle au texte comme peuvent le faire ceux que nous
qualifierons de «kinesthésiques ». Ils parlent souvent vite
et par a-coups.

On peut faire ’hypothése d’une dominante visuelle, mais
il faut rester prudent. Un éleve verbal peut, dés la premiere
lecture, se faire des images relativement précises concer-
nant une description, & la suite des mots entendus, mais
alors il va employer le vocabulaire entendu, et non pas le
sien. Dans la partie traitant de 1’atmosphére générale et des
sentiments éprouvés, il va utiliser aussi une partie du voca-
bulaire du texte. Les deux lectures suivantes vont permettre
de préciser le processus d’évocation, ainsi que I’exercice
portant sur la reproduction d’un schéma.

Groupe 2. — 1ls répetent de grandes parties de ce qu’ils ont
entendu presque mot & mot, méme si le sens leur échappe.
S’ils ont des images visuelles, elles manquent de netteté ;
elles sont souvent lointaines. Elles apparaissent au moment
de I’écoute, mais sont toujours en arricre-plan au moment
du rappel. Par contre, les mots entendus reviennent facile-
ment. Ils mentionnent, eux-mémes ou aprés qu’on leur a
posé la question, les sentiments éprouvés par les protago-
nistes et 1’atmosphére générale.

S’ils disent se faire des images visuelles nettes, c’est le
résultat d’un effort trés conscient et souvent assez lent. Ce
qu’ils entendent est trés important. Ils réentendent la VOix

z

du lecteur, ou leur propre voix. A P’écoute, ils vont quel-
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quefois entendre des bruits de la rue, des cris, des chants
d’oiseaux par exemple.
On peut faire I’hypothése d’une dominante auditive.

Groupe 3. — 1ls sont souvent difficiles a distinguer des
auditifs. La différence provient surtout de ce qu’ils doivent
se dire plutdt que de se redonner les sons entendus. Au
moment de I’écoute, ils entendent en écho leur voix répéter
le texte. Au moment du rappel, c’est leur voix qu’ils enten-
dent. Ils utilisent d’autres mots que ceux employés dans le
texte initial. Ils mentionnent, contrairement au groupe 1, les
sentiments éprouvés et I’ambiance exprimée. Ils traduisent
ce qu’ils entendent dans un vocabulaire qui leur est propre
au moment de I’écoute, pour prendre conscience du sens.
Cette traduction est quelquefois indispensable pour donner
du sens. Ils redonnent les mots qu’ils se sont dits au
moment de I’évocation, ou des commentaires qu’ils se sont
faits 2 ce moment-1a.

Quand ils lisent, ils ont souvent besoin de s’arréter et de
reformuler ce qui vient d’étre lu, et c’est & ce moment-1a
que la compréhension se fait. Dans le prolongement des
mots, des images peuvent se former et une part de la com-
préhension peut provenir de cette traduction mot-image,
mais les mots viennent toujours d’abord.

On peut faire I’hypothése d’une dominante verbale.

Les groupes 3 et 4 sont particulierement sensibles a
Particulation logique et chronologique. Ils veulent souvent
connaitre les causes des événements ou des comportements
des individus mis en scéne: d’ou vient Zénon, pourquoi
est-il 13, que s’est-il passé ?

Quand ils ont conscience d’images visuelles, ces images
sont souvent floues, lointaines et constituent un fond, un
décor. Ces images illustrent les mots et les phrases. Elles
surviennent aprés les mots. Les images visuelles sont
enchainées, rarement fixes.

Ils peuvent étre trés sensibles a la sonorité des mots:
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pour eux, la sonorité du mot « sérénité » exprime déja le
calme et la paix. ‘

Iis vont employer des mots précis pour parler de ce
qu’ils ressentent. Ils sont facilement portés a I’introspec-
tion. Ils parlent souvent plus lentement.

Groupe 4. — 1ls parlent surtout de ce qu’ils ont éprouvé au
moment de I’écoute. IIs substituent leur expérience person-
nelle 2 ce qui est écrit. Ils peuvent alors broder a partir de
quelques mots, insister sur les sentiments et négliger com-
pletement les détails, les lieux, tout ce qui est concret. Un
mot comme «immense» peut entrainer 1’image d’un
désert, ou le mot «foule », et provoquer une impression de
solitude, d’écrasement. C’est ce sentiment éprouvé qui va
donner le sens. L évocation se fait a partir de ce qu’ils ont
vécu ou ressenti. Ils trouvent difficile de se soumettre a une
loi venue de I’extérieur, 2 une régle imposée. Apres la troi-
sieme lecture, ils vont éprouver des sentiments et des sen-
sations beaucoup plus précises qu’a la premiére lecture. 11
se peut qu’ils parlent trés lentement

On peut faire I'hypothése d’une évocation de type kines-
thésique.

Les groupes 2, 3 et 4 vont étre particulierement sensibles
au son de la voix, au rythme de la phrase, en particulier les
groupes 2 et 4.

Quel que soit le groupe, certains vont s’identifier aux
personnages, participer a I’action. D’autres au contraire
vont se faire seulement spectateurs. L’action ou le spectacle
se fait en dehors d’eux. Nous dirons que les premiers sont
«en premiere personne» et les seconds en «troisicme per-
sonne ».

A T'occasion des deux lectures suivantes, on tentera de
confirmer ou d’infirmer les hypoth&ses posées a la pre-
midre lecture. Quand on demande de faire des images
visuelles 2 la lecture, si aucun gain n’est réalisé, on deman-
dera si les images ont été inutiles parce qu’ils s’en sont déja
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fait a la premiére lecture ou, au contraire, parce qu’ils ne
parviennent pas a s’en faire. Dans le premier cas, si nous
avions fait I’hypothese qu’ils évoquaient plutdt visuelle-
ment, cette hypothese se trouve confirmée. S’ils se trouvent
dans le deuxieéme cas et que nous avions fait I’hypothese
qu’ils étaient plutdt verbaux ou auditifs, I’hypothése se
trouve aussi confirmée. Dans les deux cas, nous poursui-
vrons le dialogue pour préciser la nature et la qualité de ces
images, le lien entre les images et les mots, les conditions
dans lesquelles elles apparaissent.

Si beaucoup plus d’informations sont conservées dans la
deuxiéme lecture que dans la premiere, et si elles concer-
nent des aspects visuels du texte, on peut faire I’hypothése
que I’individu peut pratiquer une €vocation visuelle mais
qu’il ne I’a pas fait a I’écoute, soit parce qu’il ne le fait pas
habituellement pour ce qu’il entend, ou qu’il ne I’a pas fait
simplement dans ce cas-1a, ou encore qu’il faille lui dire de
le faire pour qu’il le fasse. C’est une information impor-
tante pour I’aider a retenir et comprendre.

La troisieme lecture va de la méme fagon confirmer ou
infirmer des hypothéses faites précédemment: si aucun
progreés n’est fait par rapport aux lectures précédentes,
Pinutilité de cette lecture peut provenir d’une évocation
déja auditive ou verbale dés la premiére lecture; dans ce
cas, les notations concernant certains sentiments, I’atmo-
sphere de la rue devaient déja étre présentes a la premiere
lecture. Si au contraire I’évocation verbale est inefficace,
sans doute I’évocation visuelle 1’était davantage. On peut
demander a I’'interviewé si ce type d’évocation est facile et
lui apporte quelque chose.

LE PROJET

Les quatre catégories précédentes, recoupées par les
catégories « premiere personne» et «troisieme personne »,
correspondent souvent a de véritables habitudes, mais elles
ne suffisent pas a décrire avec assez de précision la suite
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des gestes mentaux conduisant 2 la prise de conscience du
sens. Nous parlerons de «chaine évocative» pour exprimer
que I’évocation n’est pas faite par un geste mental unique.
Par exemple, a 1’écoute, on va se former des images
visuelles globales d’un paysage et I’associer a un paysage
connu et c’est de cette association que va jaillir le sens.

On va constater que cette chaine évocative constitue une
véritable habitude que I’on retrouve chaque fois que I’on
aborde un texte nouveau. Tout se passe donc comme si 1’on
avait le projet d’effectuer cette chaine évocative pour
s’approprier le sens. Nous dirons que ce projet est implicite
parce que nous n’en n’avons pas forcément conscience.
Avec un peu d’habitude, on peut amener quelqu’un a
prendre conscience de I’enchainement des gestes mentaux
qui constitue la chaine évocative. Dans les exemples qui
vont suivre, «je» représente chaque fois un personnage
différent.

Projets de nature visuelle

—Je lis un texte. En le lisant, je vois des images défiler
devant moi, les personnages s’animer dans un décor que je
peux voir. Je suis spectateur. Je comprends parce que, en
lisant, j’associe ce texte a des images qui ont déja un sens
pour moi. Au moment du rappel, ce sont les images qui
reviennent et qui sont porteuses de sens.

— C’est le graphisme des mots qui me revient. J’ai une
bonne orthographe d’usage, mais le sens de ce que je lis
m’échappe souvent. Je dois donc me donner I’image gra-
phique des mots, puis associer ce graphisme a une image
exprimant le sens du mot.

— Ce sont encore des images qui me reviennent, mais les
images sont presque fixes. Ce sont des « flashes » qui ne
respectent pas nécessairement la chronologie et je vais sans
doute avoir beaucoup de difficulté a faire des liens entre les
diverses parties. Je dois donc me donner ces images fixes
puis me donner des repéres pour ordonner ces images.
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Projets de nature auditive ou verbale

— Je lis et j’entends une voix, la mienne ou celle d’un
lecteur imaginaire. Cette lecture ne suscite pas d’images
visuelles, mais les mots entendus me donnent I’impression
de pénétrer le sens. Ces mots déclenchent des associations
verbales qui sont chargées de sens pour moi.

— Je lis le texte, j’ai vu certaines scénes et j’ai écouté ma
voix intérieure. J’ai eu I’'impression de comprendre le sens,
mais soudain j’ai besoin d’arréter pour me raconter tout ce
que je viens de lire. Mes yeux quittent la page et je recons-
truis le texte que je viens de lire, je ’associe a d’autres
textes ou a d’autres expériences que j’ai vécues. C’est pen-
dant cette reconstruction personnelle que j’ai I’impression
de comprendre ce que je lis.

— Pendant la lecture, je me fais un commentaire. Ce com-
mentaire peut porter sur les raisons du comportement d’un
individu. C’est ce commentaire qui va me revenir et les
faits concrets vont m’échapper.

— Pour avoir I’'impression de comprendre, j’ai besoin de
replacer tout élément nouveau dans une structure plus
vaste. Je suis toujours en train de tenter de faire ces liens.
Ce qui va me rester est le résultat de cette tentative.

— Je n’évoque que de I’enchainement logique des idées
et des événements exprimés. Il ne me revient pas d’images,
simplement les mots exprimant la structure du texte.

— Je lis et je me redis. Dans le prolongement des mots, je
vois des images se former. C’est au moment de cette tra-
duction des mots en images que le sens du texte m’appa-
rait,

— Je lis et j’entends les mots du texte mais, en arriére-
plan, j’ai des impressions visuelles peu nettes. Il n’y a pas a
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proprement parler traduction des mots en images, mais
simplement accompagnement lointain. Si j’essaye de sup-
primer cet accompagnement visuel, je me rends compte
que le sens m’échappe.

Projet mixte

— Selon ce qui est exprimé dans le texte, la nature des
images évoquées est différente. Lorsqu’il s’agit de faits
concrets, ce sont des images visuelles qui m’apparaissent,
mais d&s qu’il s’agit de sentiments, j’évoque des circons-
tances ol j’ai moi-méme éprouvé des sentiments ana-
logues. Je vais avoir un souvenir trés objectif des faits et
des lieux mais un souvenir trés subjectif des sentiments ou
méme des opinions exprimées.

Projets kinesthésiques

— Pour comprendre, je dois faire un lien entre ce que je
lis et les événements de ma propre vie. Si je ne peux faire
ce lien, le texte ne m’intéresse pas. J'ai 1’habitude de faire
ce lien verbalement et c’est ce qui va me rester du texte.

—Je lis et me laisse aller & associer des impressions ou
des images. En lisant «immense» je vois une foule, un
désert, une pyramide, ou je ressens une impression de peti-
tesse, de solitude, d’écrasement.

P

S’il y a un lien entre 1’évocation faite au moment de
I’écoute ou de la lecture et I’évocation faite au moment du
rappel, les images, les mots, les impressions qui me revien-
nent ne sont pas forcément les images, les mots et les
impressions évoqués au moment de I’évocation. Une cer-
taine transformation plus ou moins grande s’est effectuée.

Une différence importante entre les images évoquées et
les images qui apparaissent au moment du rappel est sou-
vent le signe d’une évocation peu naturelle. Si une évoca-
tion visuelle correspond 2 un rappel verbal, c’est que le tra-
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vail évocatif s’est poursuivi a la recherche du sens. Dans
tous les cas, on peut étre slir que si le travail mental d’évo-
cation a €té pauvre, I’évocation au moment du rappel le
sera aussi.

Les moments de rupture dans I’attention

La méme activité permet de s’intéresser aussi aux «rup-
tures d’évocation», c’est a dire aux moments ol le type
d’évocation pratiquée ne permet plus de donner accés au
sens. C’est le cas par exemple d’une évocation de type
visuel s’exercant sans succes sur une partie du texte expri-
mant un sentiment. Certains vont alors partir dans une
réverie qui va les éloigner complétement de tout effort
d’attention et ils ne s’intéresseront plus a la suite du texte.
D’autres vont ressentir une impression de panique qui va
bloquer toute évocation ultérieure. On peut de cette facon
commencer une analyse de ces moments ol I’on se trouve
devant une absence d’évocation, ce qu’on appelle commu-
nément «un trou noir». Les sentiments qui accompagnent
ces trous noirs, découragement, indifférence, angoisse, se
retrouvent souvent a I’origine d’une difficulté scolaire.

Un individu qui aura I’habitude de se donner des images
fixes, nettes et colorées aura tendance a y avoir recours
méme si le sujet qu’il doit traiter s’y préte mal. Un autre,
incapable de se donner consciemment une image visuelle
nette, prendra I’habitude d’évoquer autrement. S’il se parle
facilement, il se racontera ce qu’il voit et ce sera son
moyen d’évocation favori.

Nous nous placgons 1a au niveau de ce qui est ou peut
devenir conscient. Celai ne veut pas dire que celui qui a pris
I’habitude de se donner des images visuelles nettes ne se
donne pas quelque part une description verbale. Méme si ce
double codage existe dans la plupart des cas, rappelons que
c’est ce qui est conscient pour I'individu qui va largement
orienter son activité. Entre celui qui aura en téte I’image
visuelle d’un événement et un autre qui aura conscience sur-
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tout de la description verbale du méme événement, la diffé-
rence d’interprétation risque d’étre grande. A la lecture du
texte précédent, le premier aura tendance a parler des élé-
ments extérieurs, du chéteau, des faits, alors que le second
va surtout retenir ’enchainement chronologique et les senti-
ments éprouvés par le personnage principal. Siun éleve n’a
rien, ni images, ni mots remontant 4 sa conscience, il ne
pourra rien dire du texte. Si on se place du point de vue
pédagogique, c’est ce qui est conscient qui dirige surtout
notre compréhension, notre attention et notre mémoire.
C’est aussi a partir des éléments qui peuvent devenir
conscients qu’un éléve pourra évoluer et s’améliorer.

MEMORISATION D’UN SCHEMA

Une grande partie de 1’information passe par I’image. La
géométrie part de I'image. On verra que le calcul algé-
brique et les exercices de logique s’appuient souvent sur la
manipulation mentale d’images. D’autre part, on entend
souvent dire «qu’une image vaut mille mots», ce qui est
bien souvent une grande exagération. L’image ne joue pas
le méme role que les mots qu’on peut lui associer. Elle
n’est pas traitée de la méme fagon.

Les activités suivantes vont vous permettre de prendre
conscience de ces différences profondes et de constater la
difficulté qu’il peut y avoir pour certains & décomposer et a
mémoriser un schéma apparemment trés simple. Qu’on
imagine alors les problemes d’un éleve de ce type face a un
enseignement fondé sur I'image.
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Modalités de Pexercice

Le but de I’exercice est de reproduire de mémoire sur un
quadrillage un dessin fait de segments.

Chaque éléve a a sa disposition au moins trois qua-
drillages comme celui-ci:

Le dessin a reproduire sera présenté sur un rétroprojec-
teur. On doit le laisser a la vue des participants au moins
trente secondes si I’on s’adresse a un groupe. Si I’on réalise
une entrevue individuelle, le dessin peut étre observé aussi
longtemps que désiré. Dans ce cas, on prendra en note le
temps d’observation.

Le quadrillage mis a la disposition des éléves est un peu
plus grand que celui sur lequel le dessin est fait. Cela nous
donnera quelques renseignements précieux sur le travail
mental effectué pour le mémoriser. Ceux qui se donnent
une représentation globale de la figure en ne prenant que
quelques points de repéres par rapport aux bords du qua-
drillage se trouvent trés génés au moment de la reproduc-
tion de la figure, alors que ceux qui se donnent une repré-
sentation intrinséque de la figure ne le sont pas.
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L’ observation terminée, chaque éléve tente de reproduire
le dessin sur son quadrillage. Le dessin terminé, chacun
cache la reproduction qu’il vient de faire et on montre de
nouveau le modele. On cache de nouveau le modele et
I’éleve fait une nouvelle reproduction. On procéde trois
fois de cette facon.

A la fin, I’éléve compare ses trois reproductions et le
modéle.

Elaboration d’hypothéses quant a ’évocation
d’une image

Dans le cas d’une observation individuelle, nous avons
déja deux indices. Le premier est le temps d’observation.
Un temps d’observation trés court (moins de 15 secondes)
est le signe d’une tentative d’évocation surtout visuelle.
Cette évocation peut échouer et ne déboucher que sur une
trés mauvaise reproduction. Un temps d’évocation dépas-
sant 30 secondes est souvent le signe d’une évocation ver-
bale.

Un autre indice est la facon de faire le dessin: les mou-
vements du crayon, des l&vres, 'utilisation des carreaux, le
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repérage par rapport aux bords ou par rapport au dessin lui-
méme.

L’exercice proposé est treés différent de la reproduction
d’un objet réel ou méme de la reproduction d’un dessin qui
ne serait pas assujetti a une grille. Nous verrons que le des-
sin artistique conduit a un type d’évocation trés particulier
et trés différent.

Groupe 1. — Une évocation visuelle du dessin peut consis-
ter simplement & vouloir conserver trés rapidement et glo-
balement toute la figure, ce qui conduit souvent & I’échec,
mais correspond bien a cette tentative constante chez les
plus visuels de se placer en dehors du temps.

Une évocation visuelle plus précise consiste & décompo-
ser le dessin en grands blocs: une sorte de rectangle, un
grand V, un triangle. Chaque partie sera évoquée globale-
ment, comme par exemple :

Chaque morceau est évoqué séparément, ce qui souvent
cause des problémes de coordination au moment de repla-
cer les divers €léments ensemble. Aucun morceau n’est
placé avant un autre, seul compte 1’organisation spatiale
des uns par rapport aux autres.

Cette évocation peut &tre suivie par un codage numé-
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rique: il y a 5 de large, 3 de haut, etc. Ce codage vient apres
la vision globale, et la décomposition en plusieurs parties.

Le codage numérique peut étre organisé en recherchant
un pattern: il n’y a que les nombres 2 et 3 qui intervien-
nent : 2, 3,2, 3, 3, 2, 2, 2 + 3. Ces nombres sont associés a
I’image visuelle nette et d’abord présente.

La différence entre les dimensions de la grille initiale et
la grille sur laquelle on reproduit le dessin est souvent vue
immédiatement. Quand elle ne I’est pas, celui qui a évoqué
globalement le schéma a pris des reperes par rapport aux
bords de la grille initiale et va avoir beaucoup de difficulté
i faire une reproduction exacte.

Certains commencent par enlever les carreaux supplé-
mentaires en les barrant avant de commencer la reproduc-
tion. Ils retrouvent ainsi la taille de la grille initiale. Cela
suggeére une évocation globale.

L’évocation est avant tout spatiale, et peu séquentielle.

Groupes 2 et 3. — Une évocation verbale du dessin consiste
2 se donner la description du schéma: je pars du sommet
du dernier carreau en bas & gauche. Je monte de 2 carreaux,
je tourne & gauche et j’avance de 3 carreaux, puis je monte
de 2 carreaux. Ensuite, on utilisera un mot comme diago-
nale par exemple: je descends en diagonale de 3 carreaux
et de 1 carreau horizontalement. La connaissance d’un
vocabulaire géométrique les aide grandement a mémoriser
le schéma.

Cette description peut se faire tout en ayant une impres-
sion générale visuelle du dessin ou encore analogique : il
ressemble 2 une tortue, A un personnage couché.

Au lieu d’étre exprimée a la premiére personne, et sous
forme d’action, la description du dessin peut se faire de
facon tres extérieure: il y a deux carrés verticalement, trois
horizontalement, puis deux verticalement. Dans tous les
cas, il y a un ordre. On part d’un point donné, et on y
revient. La construction du dessin est pergue comme une
séquence. C’est une description qui permet de construire le
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dessin, méme si, en se parlant et en le dessinant, I’'image de
la figure se reforme mentalement un peu avant qu’elle
n’apparaisse sur le papier.

Une autre fagon de reproduire verbalement ce dessin
peut se faire en comptant les carreaux a I'intérieur du des-
sin lui-mé&me au lieu de compter le pourtour. Dans tous les
cas, on ne se souvient que de ce qu’on s’est dit au moment
de I’observation.

11 se peut qu’il y ait une certaine panique au moment de
la présentation de I’exercice, ce qui correspond 3 une
crainte habituelle devant tout ce qui est exercice portant sur
un domaine visuel.

Souvent les €léves de ce groupe ne sont pas aussi organi-
sés dans leur gestion mentale: ils vont tenter de nommer
des parties du dessin: «I1 y a des pointes, une grosse, une
petite, ¢ca monte, ¢a descend en diagonale.» Ils peuvent
aussi donner des noms d’objets concrets aux diverses par-
ties du dessin: une voile, un bec, une tente. Ce sont des
gens qui évoquent surtout ce qui est concret 9. Certains veu-
lent trouver un moyen logique qui leur permettrait de
«déduire » une construction de la figure. On retrouve 12 le
désir de cohérence.

Groupe 4. — Si I’on a affaire 4 un individu plus kinesthé-
sique, il imaginera, en regardant le dessin, qu’il le trace.
C’est en faisant ce travail mental qu’il va s’en donner la
description qui lui permettra de le reproduire. Il «vivra»
beaucoup plus le schéma. Il ne parlera pas de «pointe»,
mais de «piquant» par exemple. Quelquefois, il lui sera
impossible de s’imaginer faire le dessin sans le faire effec-
tivement. Il faudra alors le reproduire en ayant le dessin
sous les yeux, ce qui permettra a I’évocation verbale soute-
nue par une évocation ressentie musculairement de se faire
et de permettre la reproduction ultérieure.

9. Voir les paramétres dans Les profils pédagogiques, déja cités,
p. 114,



Comprendre et déterminer ] 55

Une évocation auditive ou verbale part des éléments
pour reconstituer I’ensemble. Elle demande du temps. Une
évocation visuelle part de I’ensemble et brise I'image glo-
bale trop compliquée en parcelles d’images plus simples
mais qui, chacune, peuvent &tre globalement évoquées. Elle
est plus rapide. Alors que les premiers font une évocation
ordonnée dans le temps, les seconds font une évocation
située dans 1’espace et non étalée dans le temps. Au lieu
d’évocation auditive et verbale, on pourrait parler d’évoca-
tion se situant dans le temps, et au lieu d’évocation visuelle
on pourrait parler d’évocation située dans 1’espace, en
dehors de toute considération temporelle. Plus que I’image
ou les mots, cette facon de se placer naturellement dans le
déroulement temporel ou au contraire de I’ignorer pour se
situer surtout dans I’espace conduit a des différences de la
plus grande importance quand aux modalités de I’appren-
tissage et a la nature de la compréhension.

Aprés une premire tentative, I'éleve observe de nou-
veau le dessin autant qu’il le veut, et tente une nouvelle
reproduction. Certains parviennent a une bonne reproduc-
tion en deux fois, mais certains vont faire des dessins qui
vont s’éloigner de plus en plus du modele. Apres six tenta-
tives, on peut considérer qu’il est inutile de continuer. Dans
ce cas, on peut demander de faire le dessin avec le modéle
sous les yeux, puis de le faire ensuite sans modele. Si le
résultat est concluant, on peut faire I’hypothése d’une
dominante kinesthésique.

1l est possible et méme fréquent qu’un éleve échoue au
moins partiellement dans la reproduction du dessin parce
qu’il ne s’est pas donné la bonne habitude évocative. Le
dialogue précédent, quand il se fait dans une classe, va per-
mettre de mettre en lumigre les diverses évocations pos-
sibles. Un éléve peut alors choisir les modalités qui lui
conviennent. Rappelons que I'intérét d’un tel exercice n’est
pas d’effectuer une classification, mais de permettre a cha-
cun de trouver le processus qui va lui permettre de réussir
la tache qu’il doit effectuer.
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Une fois que I’éléve a pu faire une hypothése sur le
mode d’évocation le plus efficace pour lui, on lui offre de
vérifier cette hypothése en faisant le méme travail 2 partir
d’un autre dessin de difficulté a peu prés équivalente, mais
cette fois en pratiquant 1’évocation choisie. On peut alors
constater s’il y a, ou non, amélioration.

Le dialogue aprés ’écoute et la reproduction du dessin

Apres la lecture et la reproduction du dessin, on peut
faire préciser les circonstances dans lesquelles un type
d’évocation se produit en sortant du cadre du texte et du
schéma mais en parlant de situations familieres.

Dans le cas d’images visuelles, on précisera:
—la netteté de ces images;
— leur stabilité;
— leur fixité ou leur mobilité ;
—si elles constituent vraiment un premier plan ou si elles
ne jouent qu’un réle d’accompagnement ;
—si elles précédent les mots ou si elles naissent dans leur
prolongement.

On pourra aussi tenter de répondre aux questions sui-
vantes:
—Les images visuelles concernent-elles plus facilement le
passé, le futur proche, le futur lointain ?
— Sont-elles construites, imaginées ou sont-elles plutdt des
photos d’objets ou de situations réelles ?
—Les images évoquées reviennent-elles inchangées au
moment de les utiliser, ou sont-elles transformées ou
encore ignorées ?
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La constance des habitudes évocatives et
leur indépendance de la nature de PPobjet a percevoir

On constate la plupart du temps une certaine constance
dans les processus mentaux utilisés dans les trois exercices
précédents, comme si les habitudes évocatives étaient lar-
gement indépendantes des objets externes sur lesquels elles
s’exercent, ce qui entraine un écart important dans la réus-
site des exercices proposés. La méme personne peut trou-
ver trés difficile I’exercice d’écoute d’un texte, ressentir
une certaine panique pendant son exécution et réussir faci-
lement I’exercice de reproduction du schéma sur le qua-
drillage. Plus que chaque exercice en particulier, c’est le
rapprochement des modalités de I’évocation dans les trois
exercices qui permet de se faire un portrait assez complet
des diverses chaines évocatives utilisées.

11 faut parfois nuancer cette indépendance du processus
évocatif par rapport aux objets évoqués. On rencontre des
éléves qui savent adapter leur mode d’évocation a la nature
de ce qu’ils évoquent: ils évoquent auditivement ce qui est
de nature auditive et visuellement ce qui est de ‘nature
visuelle. Ils réussissent trés bien. Comme vOus pourrez le
constater, ce sont des cas assez exceptionnels. Inversement,
il existe aussi des individus qui peuvent évoquer selon un
mode ou I’autre,  la demande, mais qui ne superposent pas
ces deux évocations et ne font pas de liens entre les deux.
Leés rares éleéves de ce type que nous avons rencontrés
avaient de grosses difficultés scolaires 10. Les adultes; sur-
tout s’ils ont I’habitude du travail intellectuel, tendent sou-
vent 2 compléter leur mode évocatif dominant par des €élé-
ments de I’autre mode. En mathématiques en particulier, il
est souvent nécessaire de partir du visuel pour aller vers la
verbalisation, ou au contraire de partir de la verbalisation
pour aller vers ce qui est visuel. On note cependant qu’il

10. Cas cités dans un rapport pour 1'hopital Sainte-Justine, Montréal
(1990).
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s’agit souvent, pour les gens que nous avons rencontrés,
d’un geste mental plus complet, partant de ce qui est natu-
rel pour aller vers I’autre mode. Ce n’est pas le cas des
jeunes éléves et des adolescents, en particulier pour ceux
qui sont en difficulté.

On peut donc, simplement 2 partir de ce genre d’activi-
tés, déterminer les modalités de 1’évocation et comprendre
le lien entre ces modalités et la nature de ce qui est gardé
du texte. Cependant, il serait dangereux de croire qu’il est
possible de caractériser I’activité mentale consciente sim-
plement en déterminant s’il s’agit d’un visuel, d’un verbal,
d’un auditif ou d’un kinesthésique. Nous donnerons
quelques comptes rendus complets d’entrevues qui vont
nuancer ce qui pourrait apparaftre comme une classification
par trop réductrice d’une réalité autrement plus subtile.

L’apprentissage de ’attention :
le temps d’évocation et le projet

Il est indispensable de savoir écouter un texte et observer
une image quand on veut suivre un cours ou simplement
apprendre. Or, bien des enfants et bien des adultes en sont
incapables. Il faut donc apprendre 2 tirer I’information d’un
texte ou d’un schéma. Nous avons mis en évidence
I'importance du temps d’évocation, distinct du moment de
la perception. L’évocation est ce moment qui doit apparte-
nir a chacun, ol aucune stimulation externe nouvelle ne
doit interférer avec le travail mental d’intériorisation.

Evoquer, c’est réaliser un projet personnel d’intériorisa-
tion. La mise au point de ce projet constitue I’apprentissage
de D’attention. Les activités précédentes permettent de
prendre conscience de certaines habitudes personnelles, de
les comparer et de commencer 2 élaborer ce projet.

On peut poursuivre dans la méme veine et continuer 3
apprendre a évoquer des textes et des schémas analogues a
ceux qui sont présentés ici, jusqu’a ce que les performances
paraissent satisfaisantes. Dans bien des cas, il n’est pas
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nécessaire de travailler spécifiquement sur de tels exercices
en dehors de la présentation des énoncés ou des figures en
mathématiques.

En précisant le plus possible les habitudes évocatives, on
prend surtout conscience de 1’importance de I’évocation, et
¢’est 12 I’essentiel. Si un joueur de tennis regarde les
rayures de la balle qu’il veut frapper, ce n’est pas que les
rayures soient intéressantes, c’est qu’il est sfir de cette
fagon de voir la balle. C’est un peu la méme chose pour les
habitudes évocatives: en déterminer les modalités est un
moyen de comprendre la nécessité de I’évocation.

Dans la suite, nous ne caractériserons les modalités évo-
catives que dans la mesure ou cela est nécessaire. Si la

tiendrons 13. Si I’analyse demande plus de précision, nous
ferons des distinctions entre verbaux et auditifs et nous
aborderons le cas des kinesthésiques.

Rappelons que chaque éleve doit trouver le chemin qui
Iui convient et que le danger est toujours grand de lui indi-
quer une fausse route, ou de croire qu’il suffit de séparer
«les visuels» des «auditifs» pour régler tous les pro-
blemes. L’évocation est un processus pouvant &tre com-
plexe, souvent rattaché a des traits fondamentaux de la per-
sonnalité. Le chemin qui permet d’aller 2 la rencontre de
I’éleve peut étre tortueux. C’est ce que nous préciserons
plus loin en parlant de «chaine évocative » plutét que
d’évocation et de «canaux de communication ».

FAISONS LE POINT

Rappelons les mots importants: perception et évoca-
tion, chaine évocative, modalités de P’évocation, geste
mental, projet.

La mémorisation, la compréhension reposent sur ce
qui est évoqué et non pas simplement sur ce qui nous est
présenté. Ce qui compte, ce n’est pas seulement ce
qu’on nous dit ou ce qu’on nous montre, mais ce qu’on

dichotomie « visuels-auditifs» est suffisante, nous nous en =~
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se dit, ce qu’on imagine, ou ce qu’on fait en écho aux
événements extérieurs. Nous appellerons évocation ce
retour sur nos impressions pour en extraire le sens.

Ce retour se fait aprés la perception qui ne nous
laisse que des impressions.

1l faut donc un temps d’évocation apreés la percep-
tion. C’est dans le moment de silence qui suit un énoncé
non trivial que son sens nous apparait. Sans moment
d’évocation, il n’y a pas d’intégration des notions nou-
velles.

Les modalités de I’évocation agissent comme un filtre
entre les événements extérieurs et nous:

- une évocation visuelle privilégie spontanément les
notations et les relations spatiales; elle débouche sur
une compréhension globale ;

—une évocation verbale ou auditive privilégie les
notations et les relations temporelles ; elle débouche sur
une compréhension séquentielle ;

- une évocation kinesthésique part de ce qui est res-
senti. ,

Ce n’est pas parce qu’on a conscience d’images
visuelles que ’on pratique une évocation visuelle, ce
n’est pas parce qu’on parle beaucoup qu’on pratique
une évocation verbale. On pratique le plus souvent une
«chaine d’évocations » qui part des mots et peut se ter-
miner par des images, ou au contraire part de I'image
et se termine par des énoncés. Une évocation kinesthé-
sique part de ce qui est ressenti ou ce qui est fait pour
aboutir a des images visuelles ou, plus souvent, a des
énoncés.

Une méme personne peut traiter selon des modalités
différentes les objets concrets, les mots, les relations et
ce que nous élaborons nous-mémes.

Nous avons tous des habitudes évocatives, plus ou
moins riches, qui nous sont personnelles. Si nous
sommes dans une situation ot nous ne pouvons pas les
exercer, nous nous frouvons en situation d’échec.
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La connaissance des «chaines évocatives possibles»
permet de créer des situations d’apprentissage profi-
tables a2 un nombre plus grand d’éleves.
Un geste mental est un traitement mental que nous
faisons subir a des représentations mentales. Pour rete-
nir, comprendre, résoudre un probléme, nous devons
faire des gestes mentaux. La connaissance de ces gestes
_ mentaux nous permet d’améliorer nos performances.
Nous avons donné des moyens d’analyser les habi-
tades évocatives. Rappelons qu’il faut rester extréme-
ment prudent et que c’est a ’éléve de choisir.






II

Le projet d’étre
et le projet de faire des mathématiques

Dans le chapitre précédent, nous avons donné des
moyens de préciser le processus évocatif et le projet impli-
cite qui le sous-tend. Les exemples qui suivent vont mettre
en évidence le lien entre certains aspects profonds de la
personnalité, les habitudes évocatives et la relation aux
mathématiques. Jacques Nimier ! a montré, en utilisant
I’outil psychanalytique, 1'importance de I’inconscient dans
la relation que 1’étudiant, le professeur et le chercheur
entretiennent avec cette discipline. Nous I’avons déja dit,
nous ne voulons pas nous placer sur ce terrain mais simple-
ment nous limiter a ’aspect évocatif qui nous fournit sou-
vent des informations précieuses.

Les adolescents ont souvent une idée de ce qu’ils sont ou
de ce qu’ils veulent étre qui se trouve en contradiction avec
leurs croyances quant a I’activité mathématique. Il n’y aura

1. Mathématiques et affectivité. Les modes de relation aux mathéma-
sigues, Psychologie sociale, Méridiens Klincksieck ; Entretiens avec des
mathématiciens, IREM de Lyon.
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pas de progres sans réconciliation du « projet d’étre» et du
projet «de faire des maths ». La prise de conscience du pro-
cessus d’évocation, a la fois révélateur et objet d’interven-
tion, va offrir une aide précieuse.

CAS DE D., OU LA CONFUSION
A LA RECHERCHE D’UNE METHODE

D. vient d’achever sa deuxiéme terminale 2. Malgré un
mois de travail intensif avant I’examen, il a encore échoué
et vient de passer cing mois de «galere». Il désire
reprendre des études, il ne sait trop dans quelle direction. 1l
se voit dans une « profession indépendante ».

Ecoute du texte 3

Apres une premiere écoute du texte, il parle surtout de
I’atmosphére générale: le personnage principal, dont il a
oublié le nom, lui semble «asexué ». « C’est un personnage
de bande dessinée. Il y a de la brume, un peu de soleil. Il
oublie tous les mauvais souvenirs de la période qu’il vient
de vivre. Il profite de I'instant. II se sent bien. Il ressent
profondément sa liberté retrouvée. »

Certaines parties du texte reviennent spontanément:
«Les gardes le salueérent poliment. Il quitta la ville», et
particulierement celles dont il n'a pu comprendre le sens:
«Il revivait maintenant trop souvent des moments révolus
de son propre passé, non par regret ou nostalgie, mais parce
que les cloisons du temps semblaient avoir éclaté. »

Il a gardé dans I'oreille certains sons autour desquels il
reconstruit un sens: de la phrase «Il vit La Belle Colom-

2. Fin de CEGEP au Québec.
3. 11 s’agit du texte 1 présenté au chapitre précédent (p. 37).
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belle déployer sa voile », il garde «belle» et « voile » et me
parle d’une femme trés séduisante.

Les descriptions d’actions précises lui ont complétement
échappé: le pont-levis qu’on abaisse, la marche rapide le
long du canal, le village qu’il évite pour regarder la mer en
montant sur une dune. La distance entre la dune et la mer
n’est pas mentionnée non plus.

La deuxieme et la troisitme lecture lui permettront des
corrections mineures. Ce n’est qu’a la derniere lecture qu’il
prend conscience que La Belle Colombelle est un bateau. Il
a du mal 2 se faire des images (deuxie¢me lecture).

Quand il a les mots en téte, il peut se donner des images.
Ces images sont simples, presque stylisées mais floues et
enchainées. Il reste toujours spectateur. Il n’a pas de
mémoire visuelle. Il ne peut se faire d’images visuelles a
propos de sentiments ou de sensations.

Lorsqu’il se redonne le texte auditivement, c’est la voix
du lecteur qu’il entend. Souvent il interpréte tout un texte a
partir d’un seul mot: «belle» et « voile » ont suggéré une
«femme séduisante». Il fait souvent des contresens, ou
résout en mathématique un autre probleme que celui qu’on
lui a posé.

Bien que sensible aux sons et aux mots, il dit ne pas
avoir de mémoire et ne pas pouvoir retenir de chansons (air
et paroles). Il dit ne pouvoir comprendre et garder que ce
qui I’émeut profondément.

Quoique restant toujours extérieur a I’action décrite, il
peut se plonger complétement dans un livre a condition
d’éprouver des sentiments forts.

1l a un grand désir de logique: il recherche la cohérence.
11 voudrait avoir une méthode pour comprendre, pour tra-
vailler et méme pour vivre, alors qu’il vit dans I’incohé-
rence et qu’il ne sait pas du tout comment aborder un pro-
bleme. 11 attend un miracle, un «déclic» qui va tout
changer.
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Reproduction du dessin

LN

Il va s’y reprendre & quatre fois avant de parvenir a
reproduire le dessin. La premigre fois, il ne placera pas les
sommets de la figure sur les nceuds du quadrillage. Il s’en
tiendra & «une impression générale ». Il finira par y arriver
apres s’étre donné une description compléte de la fagon de
faire le dessin.

Quand il doit résoudre un probleme, D. parle tout le
temps et jette des chiffres dans tous les sens sur le papier.
En mathématiques, il ne s’est jamais rien représenté visuel-
lement. Il ne sait pas montrer approximativement ce qu’est
un métre carré. Il ne sait pas résoudre le probléme suivant:
Je multiplie les c6tés d’un carré A par 3 pour obtenir un
carré B. Par quel nombre doit-on multiplier I’aire du carré
A pour obtenir I'aire du carré B ?

11 ne sait pas ses tables de multiplication.

D. est quelqu’un d’intelligent, probablement au-dessus
de la moyenne.

Interprétation

Compréhension auditive, images floues dans
le prolongement des mots, verbal au moment de ’action

D. a une compréhension auditive : les mots lui restent en
téte, les images sont floues et enchainées. Il donne du sens
a partir de quelques éléments, sans vérifier ensuite. Quand
il agit, il est verbal: il se parle et agit dans le prolongement
de son discours. 1l est en troisiéme personne: il observe, il
se voit agir. Mais ces caractéristiques ne suffisent pas a
interpréter le comportement de D.

Absence délibérée de projet et importance du ressenti

I1 ne veut vivre que dans le présent et ne veut pas avoir
de projet. Le présent est le domaine du ressenti. Seul
compte ce qu’il éprouve dans I’instant. Ces deux aspects
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sont liés : si seul importe ce qui est éprouvé dans I’instant,
I'idée méme de projet est absurde. Le projet sort du ressenti
et demande de se «projeter» dans ’avenir. Pour des indi-
vidus comme D., un projet demande un arrachement
contraire 2 leur désir le plus profond.

Si on lui demande comment il se prépare a une rencontre
avec un employeur potentiel, il répond qu’il ne se prépare
pas, ni en se donnant des images possibles de cette ren-
contre, ni en se répétant ce qu’il va dire. Rien. Demain est
vraiment un autre jour...

C’est une attitude fréquente chez bien des adolescents en
difficulté. Un jeune qui voulait faire du théatre disait aussi
vivre dans I’instant et ne pas vouloir se donner de projet
parce que ¢a I’arracherait au moment présent, donc a la vie.
Je lui demandais comment il faisait alors pour apprendre
ses roles: il ne les apprenait pas. Il ne voulait faire que de
Pimprovisation. Tout son travail préparatoire a son entrée
en scéne consistait 2 faire le vide pour pouvoir ressentir au
maximum «’atmosphere de la salle». Entre le ressenti et
’action, il n’y a rien. Tout est impulsivité. Le temps d’évo-
cation n’existe plus.

Ce désir de vivre uniquement dans la sensation de I’ins-
tant faisait que D. aimait particuliérement les jeux de
roles 4 : «Tu peux créer un monde artificiel, on vit une
aventure sans risque, on déconnecte complétement, plus
¢’est pourri, mieux c’est!» Il jouait sans méthode et il
éprouvait des «trucs formidables » !

Ce désir de «déconnecter du réel» peut aller chez cer-
tains jusqu’aux drogues plus ou moins dures: c’est la plon-
gée dans la sensation, dans un monde ou I’avenir n’existe

pas.

4. Jeux dont le prototype est « Donjons et dragons»: chacun vit des
gventures extraordinaires dans la peau d’un personnage imaginaire doué
de pouvoirs magiques.
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Comprendre oui, apprendre non!

Ne vouloir vivre que dans les sensations du présent fait
que D. consideére que comprendre est important, mais
qu’apprendre est futile : quand on a compris, on sait, on n’a
pas besoin d’apprendre ; et méme apprendre est réservé aux
imbéciles ! Comprendre se fait dans I’instant, apprendre
concerne le futur. L’opposition entre comprendre et
apprendre est souvent exprimée trés fortement chez les
adolescents qui ne veulent éprouver que les sensations du
moment. Bien siir, ces adolescents se plaignent de ne pas
avoir de mémoire. Pour mémoriser, il faut dans le présent
avoir un projet concernant le futur. Si le futur n’existe pas,
il n’y a pas de raison de se donner les outils nécessaires 2 la
mémorisation.

On voit donc les difficultés que D. pouvaient éprouver
en mathématiques : son traitement exclusivement auditif et
verbal I’éloignait de tout ce qui était concret. Il aimait les
idées générales, mais pas les faits précis ni les nombres. 11
ne voulait rien mémoriser. Ne voulant se donner aucun pro-
jet, il ne pouvait rien organiser et se laissait porter par
P’action immédiate dirigée par son discours intérieur, dis-
cours sans direction générale. L’absence de projet, autre
que celui de ne pas en avoir, faisait qu’il lui semblait
absurde de travailler aujourd’hui pour demain.

Attente du déclic, explication par le blocage

D. attend le déclic, moment magique, inopiné qui risque
de transformer I’échec en réussite. Le pendant du déclic est
le blocage, terme emprunté a une psychologie un peu som-
maire. Le blocage lui aussi vient d’ailleurs. Quand il y a
blocage, il n’y a rien a faire: «Je n’y peux rien, je suis blo-.
qué!» De blocage en déclic, D. ne se sent pas vraiment
responsable de ce qui lui arrive. Les raisons de ses échecs
et de ses réussites sont en dehors de lui. C’est sans doute la
premiere croyance qu’il faudra modifier.
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Sil’on résume:
— tout se passe en dehors de lui;
— pas d’actions, seulement des réactions;
- pas d’évocation, seulement du ressenti;
— pas de projection dans I’avenir.

Un élément sur lequel on peut s’appuyer pour laider :
une certaine image de soi

Par contre, D. avait un instinct de survie assez fort et un
grand désir de cohérence, un besoin de « méthode». C’esta
partir de 1a qu’il fut possible de I’aider. Il prit conscience
qu’il ne pouvait mémoriser un texte que trés partiellement,
et seulement dans la mesure ot il était fortement impliqué
émotivement. I fut aussi particuliérement frappé par le fait
qu’il lui fallut s’y reprendre a quatre fois pour refaire le
dessin. Il y avait quelque chose d’intolérable pour lui, car il
s’estimait, 2 juste titre, intelligent. Ayant pris conscience
qu’il ne pouvait méme pas réaliser des taches trés simples,
il était prét a acquérir une méthode générale qui lui permet-
trait de résoudre ce probléme. Il s’intéressait & une méthode
dans la mesure oul elle était assez générale pour concerner
de nombreux aspects de la vie, et pas seulement les mathé-
matiques. Comme beaucoup d’auditifs ou de verbaux por-
tés naturellement 2 s’analyser, le fait de lui offrir un moyen
de se comprendre, de comprendre qui il €tait, lui plaisait.

Son incapacité a prévoir aujourd’hui ce qu’il allait faire
demain lui apparaissait toujours plutdt comme une qualité,
mais il était prét a faire des tentatives pour prévoir
aujourd’hui une action a faire le lendemain. Ce «diagnos-
tic » n’était pas un jugement. Nous 1’avons fait ensemble a
partir des activités et de la discussion que nous avions eues.
Nous avons décidé ensemble d’un programme qui consis-
tait A rechercher des « méthodes qui permettraient d’obser-
ver, de retenir, de mémoriser, de prévoir et de résoudre cer-
tains problémes». Soulignons «méthode»: alors que D.
donnait I’impression de ne surtout pas en vouloir, ¢’est jus-
tement ce qu’il recherchait. Il y avait sans doute en lui
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I’espoir du miracle, quand la « méthode » ne devient qu’un
«truc », espoir qu’il faut se garder d’entretenir. Nous avons
toujours insisté sur le fait qu’il était complétement respon-
sable de ce qu’il apprenait: quand il suivait «la» méthode,
¢a marchait, quand il ne le faisait pas, ¢ca ne marchait pas.

Bien souvent les auditifs ou les verbaux aiment qu’on
leur donne des méthodes de travail qu’ils peuvent se dire.
Mais dans le cas de D., ces méthodes, bien que concréte-
ment efficaces, étaient d’abord un moyen de se rapprocher
de celui qu’il imaginait &tre. 11 avait compris aussi qu’il
€tait responsable de son apprentissage. Ce ne sont pas les
autres, mais lui seul qui peut faire les gestes qui lui permet-
tront d’apprendre.

L’évocation, ce retour sur soi-méme, tampon entre la
sensation et I’action, espace ot germe la liberté d’action,
lui fournissait un moyen de se construire. :

CAS DE B., OU L’INCOHERENCE
D’UN MONDE SANS STRUCTURE

B. est en troisieme. Ses résultats scolaires sont catastro-
phiques. II a toujours eu des difficultés en mathématiques.
B. voudrait étre pilote d’hélicoptére et réve de faire une
€cole militaire. En attendant, il veut tenter un BEP d’électro-
nique S,

Ecoute du texte

11 donne le sens général du texte sans chercher 2 retrou-
ver le vocabulaire particulier: « Un homme arrive 2 Ia porte
d’une ville, il entre et les gardes le saluent. Il voit des mar-
chands et il fait allusion 2 ses soucis. Il les écarte. 11 parle
du temps écoulé. 11 se retourne pour regarder la mer et voit
un bateau. »

5. CEGEP au Québec.
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La structure générale du texte est bien 13, mais il n’y a
sucun détail précis. B. aime écouter les gens parler. II est
sensible a la voix et se laisse bercer. Les mots reviennent
facilement quand il le faut, mais il cherche a faire des liens.
1l reformule ce qu’il entend pour mettre en évidence ces
liens et aussi parce que tout ce qui est précis et concret
{ennuie. 11 ne se fait aucune image de I’avenir. Il a cer-
taines images floues et fugitives de ce qu’il a vécu. Quand
il travaille, il se parle beaucoup.

_ B. a donc une structure « auditive » trés dominante. Hor-
_mis son manque de précision, rien ne semble a priori
devoir ’empécher de faire des mathématiques. Bien plus, il
smémorise assez facilement le schéma, puisqu’il ne s’y
reprend qu’a deux fois pour le reproduire convenablement.
11 a donc de bonnes capacités d’observation.

B. a besoin de savoir d’ol viennent les choses, il vou-
drait « comprendre ». Pourtant, il pense que 1/3 est la moi-
ié de 1/2, il ne sait pas faire le moindre calcul, ne connait
sucune table. Les mathématiques I'effraient complétement.

Voici les verbes qui lui paraissent correspondre le mieux

& ce qu’il voudrait étre: étre libre, communiquer, réver,
faire confiance, aimer, créer, dormir s’évader; et il rajoute:
agir. «Je ne peux pas agir, je voudrais faire mes réves, faire
mon travail scolaire, mais je ne peux pas.» Il poursuit: «Je
woudrais pouvoir, savoir, mais c’est la vie qui forme le
$AVOIr. » :
Et il décrit comment il se sent en mathématiques: il a
I'impression de n’avoir aucun contrdle. 11 agit pratiquement
#n hasard. Face & un probléme, il fait des opérations mais
w’est capable d’en justifier aucune. Ce sentiment d’impuis-
sance le submerge, mais il le ressent dans bien d’autres
domaines que les mathématiques.

«En mathématiques, tu agis sans savoir pourquoi: est-ce
gue tu monterais dans un hélicoptére piloté par quelqu’un
qui ne saurait pas ce qui se produit quand il tourne une
manette ? :
- Non, bien siir...
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— Les mathématiques justement sont un domaine oil tu
peux tout controler. Chaque fois que tu écris quelque chose,
tu peux le faire en sachant pourquoi. Chaque signe, chaque
regle a sa raison d’étre. »

B. est étonné puisqu’il ressent exactement le contraire.

Les éléments sur lesquels on peut s’appuyer pour Paider

B. a une structure qui peut paraitre analogue a celle de
D. : auditif sans projet, il subit et réve de force et d’une
autorité qu’il ne supporte d’ailleurs pas. Il a déja fait
Pexpérience d’une école militaire. Mais, alors que D. vivait
dans la confusion, B. vit vraiment dans !’incohérence.
Alors que D. avait besoin d’une méthode, B. a avant tout
besoin d’un univers structuré et cohérent, ce que les mathé-
matiques peuvent lui offrir si elles lui sont présentées non
pas comme un ensemble de régles arbitraires & suivre, mais
comme un ensemble cohérent dans lequel les liens sont
toujours explicités. Il ne faut pas lui présenter les mathéma-
tiques comme un ensemble fermé de théorémes et de
régles, mais comme une construction cohérente & laquelle il
participe.

B. ne possede aucun langage intérieur mathématique.
Avec lui, il faudra repartir a zéro, de I’addition et du
nombre, et construire avec lui un édifice dont on montrera
la logique. Ce sont ces liens logiques qu’il devra verbaliser.
B. a besoin de sécurité. Il faudra étre ferme avec lui sans
étre agressif. Dans la mesure ou il pourra expliquer et justi-
fier, B. retrouvera une certaine confiance en lui. Pouvoir
faire des liens est en effet le projet implicite qu’il poursuit.
C’est celui qui doit devenir explicite et étre poursuivi en
particulier en mathématiques.

Chez lui non plus, le temps d’évocation n’existe pas.
Bien que tourné vers lui-méme, il n’est qu’un €cho de sen-
sations venant de I’extérieur et qu’il ne maitrise pas.
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CAS DE C. ]
LES IMAGES L’ELOIGNENT DU REEL

C. est en troisidme. L’école est pour lui un lieu d’ennui
mortel. I ne réussit pas du tout en mathématiques.

Ecoute du texte

C. redonne presque textuellement les parties 1, 2, 3, 4.
La partie 5 est rendue par « il fait beau». La partie 6 par
«il a eu des problémes ». Les parties 7 et 8 sont ignorées. Il
redonne certains éléments des parties suivantes : il dit qu’il
«voyait» Zénon, le chiteau, etc. Les images sont mobiles
et assez nettes. Cela est confirmé par le fait que les parties
6, 7 et 8 sont presque ignorées. Avant de conclure trop vite
que C. est visuel, observons comment il effectue la repro-
duction du dessin.

Mémorisation d’un dessin

11 observe longuement le dessin (plus d’une minute).
Voici son premier essai:

T
1l compare ce qu’il a fait a I’original. Voici son deuxieme
essai.

+__
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De nouveau il compare son dessin a ’original et fait son
troisiéme essai:

Meéme chose:

Et enfin:

C’est au cinquieme essai que C. parvient a reproduire le
dessin. Il explique: « Je regarde le dessin pour essayer de
I’associer a quelque chose de déja vu. J’ai I’image dans la
téte et je peux commencer. Mais I’image devient floue.
C’est comme si j’avais deux télés, celle du dessin a faire et
celle du dessin que je fais. Je compare au fur et & mesure
que je dessine mais le modele s’éloigne. »

«C’est treés difficile pour moi de décrire le dessin quand
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_je le regarde, dit-il. Et puis c’est pas une image qui m’inté-
resse vraiment, c’est une image morte. »

Il a une impression générale visuelle du dessin. 11 tente
_ de placer le dessin globalement dans la grille, par rapport
aux pords de la grille. Il ne s’en n’est donc pas donné une
description intrinseque. Ensuite il corrige un élément 2 la
fois. Bien qu’il semble utiliser des images visuelles, ces
images sont imprécises.

Si on lui demande comment il se voit dans dix ans, il
décrit avec beaucoup de précision «son magasin», les
«fringues» qu’il va vendre. Les images sont précises,
vivantes. 11 dit qu’il se fait des «images imaginaires » et il
en ressent beaucoup de plaisir. Mais ces images sont sou-
vent précédées par des mots: « C’est comme s’il y avait un
mec qui me parle. Je m’invente des histoires, je m’évade. »
Autrement dit, 1a vie mentale de C. se situe dans une cer-
taine forme de réve dans lequel les mots se transforment
immédiatement en images. «Je me vois faire souvent des
choses que je ne fais jamais. »

1l peut aussi se donner des images qui vont lui rester:
«Pour apprendre des phrases, je grave une plaque de
marbre gris. Quand j’en ai besoin, le texte défile.» La
encore, image construite, mais non pas image reflet de la
réalité. On retrouve souvent cette « plaque de marbre» qui
peut prendre la forme d’un écran, d’un tableau ou de tout
autre support mental sur lequel on grave ou on écrit menta-
lement. Pour apprendre, C. dit qu’il doit écrire.

Quand il regarde quelqu’un faire, 1l « s’explique » ce que
autre fait et «construit une image ». Les images sont tou-
jours construites et ne sont jamais la représentation du réel.
Lorsqu’on lui demande de donner une représentation ima-
gée du temps, il dessine un bonhomme qui avance vers la
droite.

Mais si on commence 2 parler mathématiques, son atti-
tude change complétement: il se voiite, son visage se
ferme ! En maths, il ne se fait jamais d’images: il n’y a rien
a imaginer ! Il ne se dit rien non plus puisqu’il n’y a que
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des régles a appliquer. Ainsi, pour lui, les mathématiques
sont le domaine de la régle rigide a suivre alors qu’il ne se
sent vivre mentalement que dans 1’imaginaire.

Interprétation
Des images « imaginaires » sur des mots

C. a ainsi de nombreuses caractéristiques visuelles dans
le sens ol ’'image joue un rdle essentiel dans sa vie men-
tale, non pas I'image photographie du réel, mais ’image
associée souvent a des mots «qu’un autre dit». Il a un
grand plaisir a se donner des images mentalement: il peut
faire passer un film qu’il connait bien dans son magnéto-
scope, mais il ne regarde pas I’image, il écoute les dia-
logues, et les images lui reviennent. L’image réelle I’inté-
resse moins que les mots.

Le passage des mots & I’image se fait assez bien, mais
I'inverse est plus difficile surtout s’il s’agit d’une image
réelle comme le montre le travail fait sur le dessin. Les
images sont souvent le résultat d’une description, mais
aussi d’une action imaginée comme la gravure des mots
dans la plaque de marbre. Ces images construites lui
reviennent facilement.

C. ne photographie pas mais élabore des images, et des
images a long terme

C. ignore la réalité. 11 a des projets a long terme mais
aucun pour demain. Il est visuel, mais seulement pour ce
qui est éloigné dans le temps.

C. pratique I’évasion

C. est désolé par son incapacité a faire attention: on
comprend ce qui se passe. Dés que quelque chose 1’ennuie,
il s’évade dans les mots et les images et se plonge dans un
monde autrement plus riche pour lui que I'univers des
«reéglements mathématiques». Il pense donc qu’il lui faut
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s’empécher de réver, s’empécher de jouer. 1l fait de grands
efforts dans ce sens, mais comme il ne sait pas quoi faire &
la place... il ne trouve que I’ennui et le vide.

Les éléments sur lesquels on peut s’appuyer pour Paider

Apprendre a reproduire

C. a été frappé par le fait qu’il doive s’y reprendre a cinq
fois pour reproduire le dessin et il serait prét a travailler
pour apprendre & reproduire dessins, schémas, aussi bien
que des textes lus ou entendus si ’on veut bien I'y aider.
Par 12 il devra contrdler son impulsivité.

11 a aussi un certain sens des nombres sur lequel on peut
s’appuyer pour introduire I’algebre.

Imaginer des représentations

Tl faudra lui présenter les mathématiques de fagon a ce
qu’il sente qu’il s’agit d’un domaine ou il est possible
d’expliquer, d’interpréter et d’imaginer des représentations
de ce qu’on lui apporte. On pourra aussi lui demander
d’interpréter des schémas et de faire le lien avec des
expressions numériques et algébriques. C. ne deviendra
actif mentalement en mathématiques que s’il peut donner
un tour personnel a ce qu’il apprend. Quand il écoute une
explication, il doit pouvoir se dire: « Comment est-ce que
je vais bien pouvoir traduire ¢a? Par quel dessin, quelle
image, quelle association ?» Les applications pratiques lui
paraissent insignifiantes, mais la tournure personnelle qu’il
peut leur donner I’intéresse.

Apprendre et comprendre

Enfin il faudra qu’il fasse la distinction entre comprendre
et apprendre, et qu’il se donne les moyens d’ apprendre ce
qu’il a compris. Cela ne se fera que si apprendre devient un
projet important, ce qui ne se fera que si les autres étapes
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ont été franchies. Il pourra apprendre ce qu’il aura lui-
méme formulé, ce qui sera sa «création ».

C. n’a aucun sens de I’évocation. Il se dit prét a
apprendre ce travail mental, travail sur lui qui peut lui per-
mettre de se construire un espace vital entre le réve éloigné,
riche et vivant et le futur immédiat sombre et hostile.

C. cherche a s’évader du monde réel, sans doute pour des
raisons psychologiques profondes. Ses habitudes évoca-
tives s’en trouvent affectées. Il ne pourra s’en sortir seul, ni
méme avec une aide sporadique. La compréhension du pro-
cessus évocatif ouvre un domaine d’intervention, un lieu ol
peuvent se rencontrer un adulte aidant et C. On peut tenter
de réconcilier C. avec la réalité simplement en travaillant &
partir de ses habitudes évocatives, mais il s’agit d’une
action a long terme.

CAS DE G. : DES IMAGES POUR LE PASSE
ET DES MOTS POUR I’AVENIR

G. a laissé le college en quatrieme. Il était déja dans des
classes spéciales. Il voudrait pouvoir faire des maths pour
réaliser ce qu’il projette et dont il ne veut pas parler. Il est
trés angoissé.

Ecoute du texte

C’est I'histoire d’un homme, Zénon, qui a eu des pro-
blémes. 11 est rejeté et doit quitter un chéteau. Il est un peu
en extase, mais le voyage va lui faire du bien car il a beau-
coup souffert, etc.

G. ne donne que des indications concernant le ressenti de
Zénon. Il n’y a a peu prés pas d’indications précises. G. dit
qu’il se met a la place de Zénon. Par contre, des parties
entiéres de phrases peuvent lui revenir sans qu’il en com-
prenne le sens. II comprend beaucoup mieux a I’écoute
qu’a la lecture. Il voudrait connaitre beaucoup plus de
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vocabulaire, méme en mathématiques. Il comprend un texte
en le comparant a ce qu’il a vécu et peut en déformer com-
pletement le sens.

Ces indications nous permettent de dire que G. a une
grande composante auditive et kinesthésique ; mais cela ne
veut pas dire qu’il ne puisse pas utiliser des images.

Mémorisation d’un dessin

C’est une activité trés difficile pour G. Il ne parvient pas
3 analyser la figure pour la mémoriser. Il parvient difficile-
ment 2 la reproduire a vue et devra s’y reprendre a deux
fois. Autant il aime s’analyser et fait souvent des observa-
tions trés justes, autant il parvient mal a analyser une figure
simple. Il se souvient de la fagon dont il a effectué le des-
sin.

Les images concernent seulement le passé, et les mots,
'avenir

11 peut revoir les lieux ob il est allé, les gens, les situa-
tions déja vécues, surtout s’il a éprouvé des sentiments
assez forts 2 cette occasion. Il dit que «les images concer-
nent le passé et que 1’avenir est sans image», que les
«images le sortent de lui-méme et que les mots I’y rame-
nent». Les mots lui permettent donc de s’analyser, mais
pas d’analyser ce qui lui est extérieur.

Il est impossible & G. de se construire des images qui ne
soient pas plus ou moins une reproduction d’une réalité
passée. 11 choisit des stratégies de résolution de problemes
de type verbal. L’image ne I’aide pas a comprendre ni a
faire des liens. 11 faut lui donner du vocabulaire, lui expli-
quer le sens des mots, Tui décrire verbalement les régles. 11
attache aussi beaucoup d’importance aux faits concrets. 1
faudra donc lui donner des exemples précis.

L’importance qu’il donne & ce qu’il ressent fait que
I’exercice est pour lui trés important. I1 doit faire d’abord et
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parler de ce qu’il a fait en utilisant un vocabulaire toujours
plus précis. Une fois ce travail fait, on peut lui donner des
représentations imagées de ce qui a été fait. Il aura le voca-
bulaire et I’expérience pour en parler. Ces représentations
imagées jouent un role important dans la mémorisation.

G. est angoissé. Le monde lui parait hostile et il ne se
sent bien que chez lui. II n’évoque pas les événements
externes. Est-ce I’angoisse qui a coupé les liens avec le pré-
sent ou I’absence d’évocation qui engendre I’angoisse ? On
ne peut répondre, mais on peut aider G. & apprendre 2 évo-
quer ce qui ’entoure. Il a peu a peu pris conscience de
I'impossibilité de faire des mathématiques sans en passer
par l1a. Nous avons donc commencé a travailler sur la repro-
duction de schémas et sur le calcul mental, ce qu’il a
accepté volontiers. Il n’a jamais manqué une seule séance.

QUELQUES CONSTANTES

La vie mentale est imbriquée dans Phistoire
de Pindividu

— Si I’on va au-dela de la simple catégorisation en « audi-
tif » et « visuel», on se rend compte que la vie mentale est
imbriquée dans I’histoire de I’individu. Par exemple D. et
B. partagent certaines caractéristiques:

— le rejet de tout projet qui les sortirait de la sensation du
moment présent ;

— I’absence d’évocation: il n’y a rien entre la sensation
et Paction;

—le mépris de ce qui est concret, utilitaire ;

— la difficulté a se donner une stratégie pour résoudre un
probléme, mais plutdt I’habitude de se lancer successive-
ment dans toutes les directions sans aller au bout d’aucune ;

- la croyance qu’il est noble de comprendre et dévalori-
sant d’apprendre ;
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—le refus du probléme : devant un énoncsé, ils sont préts a
vous expliquer pourquoi cet énoncé devrait étre modifié.

C., quant 2 lui, ne vit pas dans la sensation de Pinstant.
Au contraire, il s’évade dans une imagerie lointaine qui
P’arrache au présent. Pour le reste, il est trés semblable aB.
et D. Comme eux, il refuse le lien entre le présent et le
futur. B. et D. refusent I’idée méme du projet qui les coupe-
rait, croient-ils, de la sensation du présent. C. ignore le pro-
jet puisqu’il ignore le présent et se réfugie dans un futur
imaginaire. Le cas de C. est beaucoup plus sérieux que les
autres.

B. et G. distinguent d’ailleurs fort bien comprendre, ce
qui se vit dans le présent, d’apprendre, ce qui est une pro-
jection vers le futur. Ces adolescents refusent 1'idée méme
de ce genre de projets parce qu’ils ont I’impression de se
couper de la «vraie vie». La réussite sociale leur parait
hors de portée. Ils ne veulent pas «faire», mais veulent
«#&tre ». C’est une des caractéristiques de I’adolescence que
de partir ainsi & la recherche de soi. L'age adulte, comme
I’enfance, est plus tourné vers le «faire». Mais on ne peut
«&tre» sans un minimum de « savoir-faire ».

Nous avons toujours trouvé les cinq caractéristiques pré-
cédentes en méme temps chez ceux qu’on pourrait qualifier
«d’enfants sans pére», c’est-a-dire d’enfants dont le pére
n’est pas présent physiquement ou absent psychologique-
ment. Nous avons aussi rencontré le méme profil chez de
jeunes Africains élevés uniquement par des femmes, leur
pére étant polygame. Nous ne voulons pas dire que tous les
enfants sans pere ont ce profil, mais tous les enfants en dif-
ficulté en mathématiques qui avaient les caractéristiques
précédentes étaient des «enfants sans pere» 6. On pourrait
donc en déduire que les jeunes ne pourront surmonter leurs
difficultés que par un traitement de nature psychologique.

6. Voir Pére manquant, fils manqué, Guy Corneau, les Editions de
I"'Homme.
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Or, nous avons de nombreuses expériences qui nous mon-
trent qu’il n’en est rien: en prenant conscience de leurs
habitudes mentales, avec un «adulte masculin non agressif
mais ferme», ils ont pu modifier leurs habitudes évoca-
tives. Il n’a pas suffi qu’on leur explique leur facon de
gérer leur vie mentale, il a fallu aussi qu’ils prennent
conscience du lien direct entre certaines difficultés rencon-
trées et leurs habitudes mentales. Ils avaient aussi compris
que le travail évocatif qu’ils effectuaient confortait leur
«projet d’étre ».

Parmi eux, on retrouve beaucoup d’auditifs et de ver-
baux avec une grande composante kinesthésique. IIs sont
portés a I’auto-analyse, €loignés du concret qu’ils mépri-
sent. S’ils ne sont pas partie prenante & un projet dirigé vers
un «mieux faire», ils sont trés sensibles a un projet qui
ferait d’eux des «&tres différents » et qui leur permettrait de
mieux se comprendre. Ayant pris conscience de leur diffi-
culté 2 effectuer des tiches relativement simples, comme
redonner les éléments principaux d’un texte entendu, ou
refaire de mémoire un schéma élémentaire, ou expliquer
une semaine plus tard ce qu’ils avaient pourtant bien com-
pris, ils sont préts a prendre les moyens non pas de mieux
faire, mais d’améliorer leurs capacités intellectuelles, c’est-
a-dire devenir différents.

L’évocation est un moyen de réaliser le « projet d’étre»
de certains adolescents

Un travail d’évocation systématique, a condition qu’il
soit considéré comme le moyen de réaliser le projet person-
nel dont nous venons de parler, va permettre de sortir du
schéma sensation-action qui enferme de nombreux adoles-
cents dans la seule perception du présent. Le travail d’évo-
cation peut porter sur des textes, des figures, des calculs
numériques 7, des méthodes de résolution de problémes.

7. Nous aborderons plus loin I'importance d’un certain calcul mental
dans I’élaboration des concepts mathématiques.
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Habituellement ce travail peut se faire sans avoir a sortir du
cours normal de mathématiques. Dans certains cas, ce tra-
vail devra étre systématique et se faire en dehors de toute
prétention d’atteinte d’objectifs de contenu d’un pro-
gramme.

 Le ressenti est important. I1 peut &tre essentiel comme
point de départ d’une évocation qui projette dans I’avenir.
Mais si I’on reste «au niveau du vécu», il n’y a pas
d’apprentissage possible.

FAISONS LE POINT

Pour apprendre, il faut établir un lien entre le pré-
sent et le futur. Autrement dit, il faut avoir un projet.

De nombreux adolescents refusent toute idée de pro-
jet, soit qu’ils veulent rester tout entier dans la sensa-
tion du présent, soit qu’ils refusent le présent pour
s’évader dans un avenir imaginé. Pourtant, ils vou-
draient «é&tre»: étre intelligents, forts, habiles, mais
sans jamais avoir a se confronter a la réalité. Ils tentent
«d’étre» sans jamais avoir a «faire». «Faire» est
méme souvent considéré comme méprisable. Leur pro-
jet personnel est, croient-ils, plus élevé.

Le processus évocatif établit un lien personnel et
étroit entre la vie intérieure et une tiche a accomplir.
Ce lien passionne souvent ce type d’adolescent. Ilyala
un moyen de réconcilier leur projet d’étre et P’action
concreéte. Il sera souvent nécessaire de les engager alors
dans une série d’activités systématiques.

Le projet est le moteur de PPactivité intellectuelle. Le
projet impose d’interpréter le présent pour agir sur
Pavenir.

Quand il y a contradiction entre le projet de Pensei-
gnant et le projet méme implicite de I’éléve, on dit que
Péleve n’est plus «motivé». Le sens de ce qu’il fait lui
échappe.
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L’action pédagogique consiste a donner des projets a
court comme a long terme. Un projet a trés court terme
doit étre cohérent avec le projet personnel plus global
de celui qui apprend. Le conseil de «mettre dans sa
téte» peut paraitre bien dérisoire a un enfant ou un
adolescent qui n’a de projet que celui de se sentir vivre
et exister.




I

Les canaux de communication

Le respect des modes d’évocation ne suffit pas a assurer
une bonne communication. Au-dela de I'image et des mots,
il faut quelquefois suivre des détours fort complexes pour
aller & la rencontre d’un éléve qui semble imperméable a
toute intervention directe.
Il y a d’abord les éléves pratiquant une évocation
«kinesthésique ». Or, en mathématiques, nous ne pouvons
en rester a ce niveau. Les mathématiques s’expriment a tra-
vers un langage symbolique. Il faut qu’a partir de ce qui est
ressenti se fasse une traduction imagée ou verbale. L’évo-
cation kinesthésique n’est donc qu’une étape sur le chemin
conduisant 2 une évocation mathématique. Cette étape est
pourtant essentielle : I’ignorer provoque la rupture du canal
de communication. Un canal de communication est consti-
wé d’une suite de situations déterminées par I’enseignant
dans le but d’amener ’é1eve a se construire une représenta-
tion mathématique 2 travers une chaine évocative.

1l s’agit de situations ol I’on écoute, ot 'on lit, ol 'on
regarde une image fixe, une image mobile, ou une action
faite par un autre ou une action faite par soi-méme. Cer-
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taines de ces situations sont dynamiques (images en mou-
vement, actions vues, actions accomplies). En mathéma-
tiques, transformations, fonctions et déplacements jouent
un r6le important. C’est dire I’intérét de 1’évocation des
«situations dynamiques ». Or, I’évocation de ces situations
est trés variable d’un individu 2 ’autre.

DETERMINATION D’UN CANAL
DE COMMUNICATION

Pour construire un canal de communication, nous consi-
dérerons trois aspects.

1. La nature de la situation externe:
—écoute ;
— lecture ;
— observation d’une image fixe ;
~ observation d’un déplacement ;
— observation d’une action accomplie par un tiers;
— prise de conscience d’une action faite par soi-méme.

2. La nature de la représentation interne :

~ dominante visuelle ;
— dominante auditive ;
~ dominante verbale;
— dominante kinesthésique.

3. La fidélité de la représentation interne par rapport 2
I’événement externe.

L’évocation est fidele si elle rend compte le plus comple-
tement possible de I’événement externe. Nous dirons alors
qu’elle est conforme.

L’évocation peut s’éloigner de la situation externe. Nous
dirons qu’il y a élaboration ou association. 11 est des

domaines ol il est intéressant d’avoir des évocations qui
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gnent de la situation initiale. C’est rarement le cas en
mathématiques.

Nous avons donc trois éléments: la situation, la nature
la représentation interne et la fidélité. En associant les
is éléments, nous pourrons par exemple affirmer que la
lecture d’un texte (situation) est traitée auditivement
nature de la représentation) et que le processus est peu
efficace (fidélité tres faible) ou qu’au contraire la présenta-
tion d’une image fixe est traitée visuellement et que la fidé-
fité est grande. Il n’est pas toujours aussi simple de
rejoindre un éleve dans son évocation, et il faut imaginer
des situations plus complexes: pour obtenir une bonne
fidélité, il faudra se mettre en scéne pour que I’éleve imite
Y"action vue et qu’il raconte ce qu’il vient de faire. Le canal
de communication est alors beaucoup plus long.

Exemple 1

B. a 9 ans. Il est dans une école ol I’on exige beaucoup.
11 échoue en mathématiques dés qu’on lui demande de faire
e moindre probleme.

Tl retient peu de choses de ce qu’on lui lit. 11 retient fort
bien ce qu’il lit lui-mé&me. 11 peut se faire des images dans
le prolongement des mots en lisant lui-méme. Quand il lit,
il est fidele au texte, alors qu’a I’écoute non seulement il
garde peu de choses, mais ce sont en outre des éléments
interprétés et peu fideles.

B. élabore en se parlant et c’est ce qu’il fait en classe. Il
entend deux mots d’un cours et le voici parti trés loin dans
son langage intérieur. Il interpréte trés difficilement une
représentation visuelle: il peut la décrire et encore de fagon
vague, mais ne la rattache a rien d’autre. Il ne semble pas
se donner de codage kinesthésique de ce qu’il voit, entend
ou lit.

FTHEQUE

SEDORESHEIAS




88 / Gestion mentale et mathématiques

On peut représenter les caractéristiques de B. sur ce
schéma.

'} EEEE Composante
visuelle
o
E 1 Composante
o auditive
~ [~4
s 8 Composante
§ kinesthésique:
=3
:m 3
?8 Texie Iy s Texle enlendy swmssm IMmage (iXe swsmmm
2
S cc¢
L2 Nature de I'événement exterme
S8
38
LA TH

e

Horizontalement, on place trois situations constituant un
événement de nature différente: la lecture, ’écoute et
I'observation d’une image fixe. Le rectangle correspondant
indique la fidélité de ce que redonne 1’éléve par rapport au
contenu de ce qui est lu, entendu ou vu. Un rectangle
tourné vers le bas correspond & des associations ou une éla-
boration a partir du texte écouté ou lu, ou de I’image vue.
Dans ce cas, il y a transformation du contenu et peu de
fidélité.

La couleur du rectangle indique la nature de 1’évocation:
visuelle, auditive ou verbale, kinesthésique. Quand deux
rectangles. de couleurs différentes sont superposés, cela
veut dire qu’une évocation selon une certaine modalité peut
se prolonger en une évocation d’une autre modalité. Par
exemple, un individu peut évoquer d’abord verbalement et,
dans le prolongement de ces mots, se donner des images.
Quand deux rectangles de couleurs différentes sont cote a
cbte, cela veut dire que I’évocation peut étre verbale ou
visuelle selon les circonstances.

B. évoque un peu plus facilement le mouvement d’une
image, par exemple vue sur un ordinateur, qu'une image




Les canaux de communication | 89

statique, mais son évocation reste approximative. En
revanche, il évoque fort convenablement les gestes qu’il
voit faire et est capable de les refaire et de les nommer. Il a
sendance 2 reproduire physiquement (kinesthésiquement)
les gestes vus pour les redonner. Mais il peut décrire, sans
avoir a refaire physiquement le mouvement, des gestes
qu’il a déja faits.

L

weee GONfOIME

Actions vugs sasmmms Actions faites e

Images

Figdélite

Evénement externe: dynamique

Assoclation
Elaboration

e 5

Le langage intérieur de B. est surtout de nature verbale,
mais il donne I'impression de ne rien comprendre quand on
Iui parle; il lit de fagon efficace et peut reproduire ce que
fait un tiers. On a donc deux canaux de communication pri-
vilégiés avec lui: le texte lu et des gestes que I'on fait
devant lui. Notons que B. sait reproduire ce que fait
quelqu’un, bien qu’il ne se donne a peu prés pas d’images
visuelles. Pendant qu’il regarde, il se donne une description
verbale de ce que 1’autre fait avec I’intention de le refaire.
Alors que la dominante verbale de B. aurait pu laisser
croire a ’importance de lui parler pour qu’il retienne, il
n’en est rien.

En fait, il semble bien que ce soit pour des raisons affec-
tives que B. ait coupé certains canaux de communication.
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B. est un enfant «effrayé», & qui on a fait peur, soit a la
maison, soit a I’école. Les enfants «effrayés» présentent
souvent de ces anomalies: auditifs, ils n’écoutent pas;
visuels, ils ne comprennent pas I’image qu’on leur montre.
La relation avec I’adulte a été & un certain moment telle-
ment difficile que le contact direct a été rompu. B. ressent
la parole de I'adulte comme une agression. Il céde 2 la
panique et ne comprend rien. Le canal de communication
est fermé.

Souvent le canal de communication passant par 1’écoute
se ferme tres tot dés la maternelle ou la premiére année, ou
méme avant. Un éleve ayant eu une maternelle difficile,
rejeté par les autres enfants pour des raisons dues a son ori-
gine ou a une caractéristique personnelle, s’isolera et déve-
loppera un langage intérieur verbal, auditif ou visuel qui
sera surtout un moyen d’évasion.

Un enseignant percu comme agressif, injuste peut avoir
la méme influence dans les premiéres années. On ne
I’écoute plus. Les enfants parfois se bouchent les oreilles
quand ils se font gronder en disant: «Je ne t’entends plus,
je ne t’entends plus...» Ils le font aussi, sans le dire, mais
de fagon beaucoup plus efficace. Ils coupent les ponts et
ferment le canal de communication correspondant.

Comment communiquer avec B.?

On ne peut intervenir directement avec B., méme pour
lui donner des consignes trés simples. Si I’enseignant dit:
«Ouvrez vos cahiers, prenez vos livres de mathématiques
et ouvrez-le a la page 34 », B. va se sentir submergé par un
sentiment de panique, va faire tomber son cahier et ouvrir
un livre d’histoire a la page 54. L'enseignant, qui sait que
B. n’est pas aussi idiot qu’il n’y parait, va croire qu’il
n’écoute pas ou qu’il le fait expres.

En écrivant la consigne au tableau, on va déja aider B. :
il évoque beaucoup plus ce qu’il lit. Il évoque aussi ce qu’il
voit faire. On peut lui dire : «Regarde ce que font les autres
et fais comme eux.» On se rapproche déja d’un canal de
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gcommunication plus disponible. Cependant le canal de
communication le plus favorable pour B. est celui-ci:
«Regarde ce que je fais, fais la méme chose et décris ce
gue tu viens de faire.»

Voici comment expliquer & B. que la division peut étre
associée A un processus de regroupement ou de partage :

Premiére étape. J'indique ! 3 B. d’observer ce que je fais
parce qu’il aura 2 le reproduire.

Je prends 12 petits cubes que je place sur la table. Je
prends 1 cube et je le place i c6té du tas. J’en sors un
deuxieme et je le place a c6té du premier cube, j’en place
an troisieme 2 coté du deuxiéme. J’obtiens ainsi un aligne-
ment de trois cubes.

Je place ensuite un second cube sur le premier, puis un
sur le deuxieme, et ainsi de suite jusqu’a ce que les cubes
soient répartis en trois colonnes de 4 cubes.
Je demande 3 B. de refaire la méme chose. Je lui
demande ensuite de raconter ce qu’il a fait.

|1
TYYY

Les cubes sont déposés successivement de gauche a droite.

Deuxiéme étape. J’enléve les cubes et je replace sur la
table le tas des 12 cubes. Je prends 3 cubes et j’en fais une
colonne. Je prends 3 autres cubes et j'en fais une autre
colonne et ainsi de suite jusqu’a ce que j’aie fait quatre
colonnes.

1. La premiére personne peut étre utilisée dans les comptes rendus.
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Je demande a B. de refaire la méme chose. Je lui de-
mande de raconter ce qu’il a fait.

Les cubes sont déposés successivement de bas en haut
pour former des colonnes de 3.

C’est seulement quand B. pourra décrire les deux fagons
de faire que I’on pourra aller plus loin. On s’assure égale-
ment que I'action a été mentalement codée avant de pour-
suivre.

On demande ensuite & B. de donner une représentation
de la premiére action et une autre de la seconde action faite
devant lui: ce peut &tre un dessin, des phrases ou les deux.
L’essentiel est que ces deux représentations proviennent de
B. Iui-méme et qu’elles soient bien distinguées.

Puis on écrit devant la premiére le mot PARTAGER et
devant la seconde le mot REGROUPER. On écrit ensuite :

PARTAGER 21 en 3
REGROUPER 21 par 3

et on lui demande de simuler chacune de ces deux actions 2.
On communique toujours indirectement avec B. Le canal
de communication le plus favorable est pour lui: action
vue, action faite, description verbale de I’action. L’action
vue, I’action faite n’ont pour but que de rejoindre son mode
d’évocation privilégié, c’est-a-dire le mode verbal.

2. 11 utilise un ordinateur pour faire cette simulation.
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Exemple 2

A., 10 ans, est elle aussi en difficulté en mathématiques.
Comme les schémas ci-dessous le montrent, elle évoque
surtout verbalement les textes lus et entendus. La lecture
conduit & une évocation plus fidele. A. peut voir certaines
images dans le prolongement des mots évoqués. Au
moment de redonner un texte lu, elle dit qu’elle voit quel-
quefois I’image en premier, ce qui explique une compo-
sante visuelle sur le premier graphique.

Une image lui fait penser 2 une autre situation. Elle ne
décrit pas tant image que la situation analogue a laquelle
elle a pensé. Devant une figure géométrique, si la figure géo-
métrique lui fait penser a un éléphant, elle se souviendra que
«¢a ressemble 2 un éléphant» et I'image qu’elle produira
sera plus prés de 1’éléphant que de la figure géométrique.

Elle se souvient bien de ce qu’elle fait, moins bien de ce
qu’elle voit faire. Elle se souvient de facon auditive du
déplacement d’une image et doit s’aider du geste pour se le
remémorer. Les mots qui lui permettent la description vien-
nent dans le prolongement de ces gestes. Quand elle
regarde quelqu’un faire une action, elle imagine qu’elle fait
la méme chose et sent les gestes qu’il faut faire. On a donc
une part kinesthésique importante.

EEgs Composanle

visuelle

] Composante

auditive

Composante
kinesthésique

Conforme -4

Texte entendy swemewm Image fixe swmmen
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Fidglité
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Elaboration
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— Conforme .-
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Exemple 3

F. est audi-muet. Il a quatorze ans, mais ne peut faire des
additions de nombres de deux chiffres. Il ne maitrise son
langage que trés difficilement. Un audi-muet, bien que
n’ayant pas de problémes d’audition, ne parvient 2 parler
qu’avec beaucoup de difficulté. La communication orale
est tres difficile dans les deux sens. Il ne semble pas vrai-
ment comprendre ce qu’on lui dit et a beaucoup de mal 2
exprimer ce qu’il veut dire. 11 lit avec difficulté. Tout ce qui
semble organisation temporelle semble lui échapper et il ne
parvient pas a écrire les nombres et 2 utiliser les opérations
arithmétiques.

Pour trouver un chemin de communication entre lui et
moi, nous sommes passés par I’ordinateur 3: Dessin est un
langage qui permet de représenter visuellement des struc-
tures numériques. Si ’on écrit: « 3 T 4 — », 'ordinateur va
placer successivement 3 carrés les uns sur les autres, puis
va en placer 4, d’une autre couleur, horizontalement. On
obtient donc:

3. Systéme Dessin.
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Départ

On voit la figure se former 2 la vitesse que I’on désire. 11
faut donc faire un lien entre un codage et un processus de
econstruction d’une figure.

Je commence par taper la commande: 3 T4-.

Je demande alors & F. de se faire une image de ce texte
symbolique, ce qu’il parvient 3 faire en 4 secondes. Si on
laisse le texte plus longtemps devant lui, au lieu de le
mémoriser mieux, il va vouloir se le parler et tout se passe
comme si I’évocation verbale difficile détruisait I’évocation
wisuelle.

Une fois le texte mémorisé sous forme visuelle, je lui
demande de me le réciter: F. commence par dire autre
chose, souvent le dernier texte vu avant Daffichage de
3 T 4 —. Puis en continuant a parler, il finit par dire exacte-
ment la commande 3 T 4 —.

Ce n’est pas possible immédiatement, mais seulement
aprés quatre ou cing essais. Il a ensuite observé I’empile-
ment des carrés sur 1’écran pour le mémoriser, €t a pu
décrire verbalement son évocation visuelle du déplacement.
Enfin, ayant ainsi mémorisé indépendamment la com-
mande et ’empilement des carrés, il a fait le lien entre les
deux 2 partir d’évocations déja faites.

Ensuite seulement, on demande & F. de prévoir ce que
Vordinateur va faire aprés avoir évoqué une commande. Il
va d’abord tenter de mimer ce que la commande va provo-
quer sur I’écran. Avec son doigt, il décrit le trajet. Ensuite,
F. a toujours pu parfaitement évoquer la commande et pré-
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voir la fagon dont I’empilement s’effectue. En utilisant
ensuite des commandes plus compliquées associées a
diverses représentations de 1’addition et de la multiplica-
tion, F. est parvenu a gérer le temps a partir du mouvement
et du déplacement.

Dans le cas de F, le canal de communication est donc le
suivant: évocation visuelle d’un code, puis, en I’absence
du code, verbalisation, interprétation du texte sous forme
d’une action imaginée, puis mime des déplacements sur
I’écran, et enfin vérification. C’est cette séquence qui a per-
mis de le rejoindre. Il faut aussi remarquer dans son cas
I’importance de bien distinguer la nature des évocations
qu’on lui demande. On commence par lui présenter un
texte comme une image et non seulement il faut lui deman-
der d’en faire une évocation visuelle, mais I’empécher d’en
faire une évocation verbale en laissant trop longtemps
I'image devant lui, I’évocation verbale venant brouiller
I’évocation visuelle. Il faut que 1’évocation visuelle soit
solide pour que la verbalisation, pénible et incertaine,
finisse par aboutir. D’autre part, I’évocation visuelle du
mouvement étant trés fiable, il faut provoquer cette évoca-
tion avant de demander d’en faire un commentaire ou de
faire un lien avec une autre évocation.

Cet exemple illustre bien I’importance de la détermina-
tion du canal de communication, mais aussi de la nécessité
de ne demander un travail de compréhension qu’a partir
d’éléments évoqués et non pas a partir d’éléments pergus.
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Les graphiques correspondant & F. sont les suivants:

Bl Composante
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Il garde fort peu de ce qu’il entend ou de ce qu’il lit.
L’image fixe peut étre évoquée, et méme « parlée» dans la
mesure ol ’image est bien évoquée visuellement. 11 faut
cependant s’assurer que I'évocation se fait visuellement,
toute tentative d’évoquer a la fois verbalement et visuelle-
ment conduisant au «brouillage » de I’évocation visuelle.
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Le mouvement ou le déplacement d’une image est bien
évoqué visuellement seulement. Une action vue est évo-
quée convenablement aussi a condition de demander d’en
faire une évocation strictement visuelle. Une action faite
peut aussi étre évoquée visuellement, mais plus difficile-
ment.

LES CANAUX DE COMMUNICATION
DANS LA CLASSE

Les exemples précédents peuvent paraitre des cas limites
qui ne concernent qu’une minorité dans une classe dite
«normale». Cependant, quand on interroge des éléves sur
ce qu’ils ont conservé d’un cours, on est souvent étonné de
la faiblesse de ce qu’ils ont retenu. Malgré leurs efforts sin-
ceres, ils ne comprennent pas, ne se souviennent pas et sou-
vent s’ennuient ferme. Pour une bonne part d’entre eux,
I’évocation ne se fait pas. Dans bien des cas, non seulement
il faut leur permettre d’évoquer selon des modalités qui
leur sont propres, mais encore il faut trouver le canal leur
permettant d’aboutir & une forme d’évocation génératrice
de sens.

En classe, on privilégie naturellement un seul «canal de
communication », le plus direct possible: on parle ou on
montre, on demande de lire ou de faire un exercice. Les
situations sont donc variées, mais n’offrent pas d’alterna-
tive. Une information n’est donc véhiculée que par un
canal bref et unique. Peut-on amener les éléves a utiliser
des canaux différents & l’occasion d’une présentation
unique ?

Dans une classe, tout ne peut reposer sur I’enseignant.
Une fois que I’éleéve aura pris conscience de la chaine évo-
cative qui lui convient, il devra tenter de la mettre en
ceuvre. La présentation de I’enseignant devra simplement
étre assez souple pour permettre des situations et des évo-
cations variées.
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Une premiére condition est que les éléves aient un projet
d"évocation le plus précis possible et que ce projet soit le
Jeur et corresponde 2 leur facon d’évoquer. Une seconde
eondition est de ménager un temps pour I’évocation, et que
ee temps soit nettement distingué du moment de 1a percep-
tion. Une troisiéme condition a remplir est de donner des
possibilités d’évocations visuelles, verbales ou kinesthé-
siques pour le méme sujet, et que ces possibilités d’évoca-
tion soient bien distinguées. Bien plus, il faut trouver une
forme de présentation telle que I’éléve soit obligé de prati-
guer 'une ou I’autre de ces évocations.

Pour les éleéves éprouvant des difficultés plus impor-
tantes, il sera nécessaire de travailler avec eux en dehors du
cours de mathématiques pour déterminer avec eux la
meilleure chaine évocative possible et en déduire un canal
de communication efficace.

Exemple de présentations forcant ’évocation
et permettant d’utiliser des canaux
de communication différents

Une des premigres difficultés que rencontrent les €leves
pour faire une démonstration est de prendre conscience du
probleéme: de quoi doit-on partir, quelles sont les hypo-
théses, que demande-t-on? Nous avons vu que le rapport
entre 1’information présentée et I'information intériorisée
par les éléves est en général assez faible. Or, si le probléme
lui-méme n’est pas présent mentalement, il est impossible
de le comprendre et encore moins de réaliser une démons-
tration. Tl faut donc s’assurer que le probléme que I’on pré-
sente va bien devenir le probléme des €éleves.

Nous n’aborderons pas ici la question de la démonstra-
tion, mais simplement celle de I’évocation d’un probleme.
Nous allons donner I’exemple d’une figure géométrique.
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Supposons que I’on veuille démontrer la propriété de la
figure suivante : les points O, E, O’ et F sont alignés.

0

AB /| DC

i

Phase 1: observation

On fait la figure sur un transparent et on la place sur le
rétroprojecteur. On demande alors aux éléves de la regar-
der pour pouvoir ensuite la reproduire en I’absence du
modéle. On laisse environ 15 secondes pour qu’ils puissent
Pobserver. Les éléves ne doivent rien écrire. On enléve
ensuite le modele et les éleves font la reproductlon de la
figure sur leur cahier.

Phase 2 : comparaison

Une fois que tout le monde a terminé, les éleéves cachent
ce qu’ils viennent de faire et on montre & nouveau le
modele sur le rétroprojecteur. Chacun ne fait que I’observer
en comparant mentalement le modéle 4 I’original. On cache
de nouveau le modele et chacun fait les corrections, dans la
mesure ou cela est nécessaire.

On replace le modele i la vue de tout le monde. Si cer-
tains éléves n’ont pu encore reproduire la figure, ils doivent
la reproduire une premilre fois avec le modele sous les
yeux et la refaire ensuite sans modele.
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se 3. dialogue pédagogique

ne discussion va suivre dans laquelle un certain
bre d’éleves vont expliquer comment ils ont fait pour
souvenir de la figure: est-ce aprés avoir mentalement
omposé 1’image et gardé visuellement chaque partie ?
. sont-ils raconté comment ils feraient pour tracer la
re 7 Ou ont-ils fait des relations logiques entre les €lé-
ts de la figure en isolant les deux triangles semblables,
en observant que les points E et F étaient les milieux de
8 et DC 7 Est-il possible de mémoriser la figure sans rien
re de particulier ou au contraire faut-il faire des gestes
taux particuliers ?
Ces questions, et bien d’autres, peuvent étre plus longue-
ment discutées les premieres fois que ’on fait ce genre
*exercices. Chaque éléve va alors tenter de trouver un
moyen personnel de s’approprier la figure. Ensuite, il ne
pas nécessaire de recommencer intégralement un tel
alogue. I suffira simplement de rappeler les dialogues
sés avant qu’ils tentent de reproduire la figure.

Phase 4. verbalisation

Ensuite on va demander de décrire par écrit la figure. On
peut demander de faire cette description sans regarder la
figure, simplement en se servant de ce qu’on a gardé en
mémoire. On peut retourner a la figure initiale et comparer.
1La consigne est la suivante : décrire la figure de fagon a ce
que quelqu’un puisse la reproduire simplement a partir du
1exte.
Apreés un peu d’entrainement, cette €tape pourra étre
allégée. La rédaction pourra devenir plus symbolique.
Apres que les éleves ont tenté de faire leur propre des-
 cription, on peut discuter de certaines propriétés de la
figure : il s’agit de «lire ce qui est écrit sur lafigure». Ilya
bien siir Iécriture « AB//DC» qui est un élément de lan-
gage. On peut donner une expression équivalente a cette
écriture en disant: «la figure ABCD est un trapéze ». Mais
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il y a aussi sur la figure elle-méme des éléments de lan-
gage: le point E est milieu de AB, le point F est milieu de
DC.

Peut-on dire ol se trouvent les points O et O’? Le point
O se trouve sur l'intersection des droites AD et BC, le
point O’ se trouve a I’intersection des droites AC et BD.

A partir de 13, les éleéves peuvent écrire de nouveau une
description de la figure.

Dans cette présentation, nous avons tenté de distinguer le
moment de la perception et celui de I'évocation. La figure a
été observée, dessinée et décrite verbalement. Ce n’est pas
parce que nous avons commencé par ’image que certains
éleves ne garderont pas avant tout la description verbale,
ou la suite des tracés a effectuer pour construire la figure,
surtout si dans les premieres discussions on a bien mis
P’accent sur la diversité des modalités de cette évocation.

D’autre part, les éleves ont toujours un projet précis:
d’abord regarder pour se souvenir (phase 1), ensuite regar-
der pour comparer avec ce qu’on vient de dessiner, enfin
décrire pour qu’un autre puisse reproduire la figure a partir
du texte.

Au début, cette fagon de procéder peut paraitre plus
longue. Elle I’est en effet, mais elle est beaucoup plus effi-
cace dans la mesure ou I’éleve sait de quoi on parle. Bien
plus, c’est parce que la figure est présente mentalement
qu’il pourra chercher et trouver des solutions. Enfin, c’est
lui qui a di traduire ce qui était image dans un langage pré-
cis. Faire cette traduction, c’est déja faire des liens, c’est
déja comprendre.

On aborde enfin deux difficultés: la premiére est la diffi-
culté que rencontrent certains éléves verbaux de s’appro-
prier des figures géométriques. Ici ils doivent le faire, a
partir de ce qu’ils sont, dés le début de I'activité. D’autre
part, les éleves visuels ont souvent beaucoup de mal a
décrire une figure géométrique. Ici ils doivent le faire avant
de commencer la recherche de la solution. Rappelons qu’un
éleve visuel aura d’autant plus de facilité a décrire verbale-
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ment une figure si on lui demande d’abord de la mémoriser
visuellement, et si on enléve le modele pour qu’il doive la
décrire 2 partir de 1’évocation seule et non du modele. Les
£laves visuels ont souvent I'impression de «voir» la solu-
ion, mais de ne pas savoir «I’expliquer», d’autant plus
v’ils n’en voient pas I'utilité. C’est en général trop tard
pour leur demander ce travail de verbalisation: ils ont
grouvé, ils veulent passer a autre chose. Si ’on veut qu’ils
aient les mots pour parler de la solution qu’ils ont trouvée,
faut qu’ils commencent & mettre en place le vocabulaire
dés le début, au moment ol ils rencontrent la figure et non
3 la fin. 11 y a une certaine symétrie entre ce qui est intério-
risé et ce qui est exprimé. C’est au moment de I’évocation
que I’on doit mettre en place les matériaux nécessaires a
I"expression.

On note que si une telle présentation prend plus de temps
au début, les choses changent trés vite. Le temps passé a
cette évocation en quatre phases se réduit considérablement
et ’habitude contractée a cette occasion n’est autre que la
_ pratique d’un «geste d’observation d’une figure géomé-

trique ».

On peut procéder d’une fagon analogue avec un énoncé.
Voici par exemple un énoncé extrait d’un livre de
seconde4:

ABCD est un parallélogramme de centre O. E est un
point du segment [AB] distinct de A et B. Fest le point du
segment [CD] tel que CF = AE. G est un point du segment
[AD] distinct de A et D. H est le point du segment [BC] tel
que CH = AG.

4. Transmath, Nathan. La seconde corrrespond au secondaire 5 au

Qudbec.
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On peut lire cet énoncé en séparant les membres de
phrases significatifs et en demandant aux éleves d’écouter
pour faire ensuite la représentation géométrique:

ABCD est un parallélogramme de centre O

E est un point du segment [AB] distinct de A et B

F est le point du segment [CD] tel que CF = AE

G est un point du segment [AD] distinct de A et D

H est le point du segment [BC] tel que CH = AG

Ensuite on montre I’énoncé et on demande de vérifier.

Au début, pour faciliter le travail de représentation, on
peut énoncer la premidre phrase: « ABCD est un parallélo-
gramme de centre O. »

Les éleves font la figure.

* On lit alors le reste de I’énoncé, phrase par phrase, et les
éléves vont placer les points mentalement sur cette figure.
Une fois la lecture terminée, ils vont effectivement placer
les points sur la figure et comparer ensuite & I’énoncé qu’ils
pourront VOir.

On poursuit ensuite par quelques observations sur les
moyens utilisés pour mémoriser mentalement les points
correspondants.

On peut alors poser la question: démontrez que le qua-
drilatére FGEH est un parallélogramme.

Pour ce qui est des problémes «narratifs », on peut pro-
céder de la méme facon. Le probléme est placé sur le rétro-
projecteur et I’on passe par les mémes étapes. Le rétropro-
jecteur est un outil précieux : il permet non seulement de
montrer et de cacher un texte ou une figure, mais il permet
aussi de superposer des images ou des textes, de simuler
des transformations et des déplacements. Il permet aussi de
donner un plan et de s’y rapporter tout au long du cours.
L’ ordinateur permet de présenter des animations, des trans-
formations et tout I’aspect dynamique que le tableau ne
permet pas de rendre.

C’est cependant dans des petits groupes que 1’on peut
exploiter le plus complétement cette idée de «canal de
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communication» On peut alors découvrir le «canal» le
plus efficace, méme s’il est parfois tortueux, et il est alors
possible de le suivre.

FAISONS LE POINT

Un canal de communication est constitué par une
séquence de situations favorisant une évocation fidéle
pour un é€léve particulier. La lecture, ’écoute, ’obser-
vation d’une image fixe ou mobile, Pobservation d’une
action faite par soi-méme ou par un tiers sont les situa-
tions constitutives d’un canal de communication. Un
éléve donné pourra évoquer plus fidélement s’il voit
quelqu’un agir, puis s’il doit refaire cette action et enfin
décrire ce qu’il vient de faire. Un autre pourra préférer
lire puis agir et enfin décrire sur un schéma ce qu’il
vient de faire.

Les situations dynamiques sont souvent des éléments
importants d’un canal de communication.

Un canal de communication permet d’isoler les temps
de perception et d’évocation.

Certains éléves en difficulté ne peuvent étre rejoints
que par Pintermédiaire de canaux de communication
assez longs, alors que les éléves réussissant facilement a
I’école sont rejoints par des canaux de communication
plus directs.
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Les chemins de ’intuition du sens

_ Les croyances concernant les mathématiques, les fagons
e les aborder et de se les approprier, dépendent étroite-
ment des modalités évocatives. On suppose souvent que
#out le monde «voit» qu’un segment est égal a un autre,
gu'un angle a s’obtient en doublant I’angle b, qu’une droite
spurne autour d’un point. Mais on a de grandes surprises
gaand les éléves peuvent s’exprimer. Les exemples qui sui-
went illustrent la dynamique qui s’installe entre la chaine
#vocative, les canaux de communications et I'intuition du

LE CAS DE L. : UNE EVOCATION
KINESTHESIQUE ET VERBALE

EN RELATION AVEC UNE APPROCHE LOGIQUE
ET VERBALE AUX MATHEMATIQUES

1. est réfugié en France pour des raisons politiques. 11
enseignait la philosophie et le latin dans son pays d’origine.
11 désire entreprendre des études en sciences.
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Ecoute du texte

I. traduit plutdt qu’il ne restitue un texte dont il vient
d’écouter la lecture. Il ne redonne pas un seul mot du texte
lui-méme.

Il explique comment il fait pour comprendre: il se met &
la place du personnage principal et éprouve ce que le per-
sonnage éprouve. Il transforme méme 1’histoire entendue a
travers ce qu’il a pu vivre: «Je procéde toujours de cette
facon, dit-il. J’ai toujours besoin de placer ce que je lis ou
ce qu’on me dit dans un contexte que je connais sinon je ne
comprends rien.» Mais alors il arrive a 1. que le contexte
prenne complétement le pas sur ce qu’il lit, et il fait alors
d’importants contresens. Les mots lui paraissent impor-
tants, il les choisit avec soin.

Reproduction du dessin

L’épreuve de la reproduction d’un dessin est désastreuse.
Il n’en donne qu’une image trés lointaine. La reproduction
a vue est méme tres difficile.

D’une facon générale, il n’arrive pas a décrire un objet
concret et encore moins a le visualiser. « Pour que je me
souviennne de quelque chose de concret, il faut que 1’objet
soit chargé affectivement. » Quand il tente de mémoriser un
schéma, il s’en fait une description sommaire, mais ne véri-
fie jamais si cette description est suffisante. Par contre, il se
souvient trés bien des corrections qu’il fait lui-méme sur le
dessin. Il ne sait pas commenter un dessin. Comme il
n’arrive pas a I’évoquer, il ne sait pas non plus I'interpréter.

Interprétation

La chaine évocative de 1. part du kinesthésique pour se
terminer au niveau verbal. I1 a un discours intérieur trés
cohérent, mais sans lien avec les objets concrets, réels ou
représentés. La réalité est constituée de ce qu’il ressent ou
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de ce qu’il a ressenti, des mots et des régles. Pour faire des
mathématiques, il posséde un raisonnement logique, mais il
n’a pas les éléments concrets sur lesquels il pourrait
P"appliquer.
Il se donne pourtant beaucoup d’images, mais ces
images ne sont jamais des représentations d’objets ou de
schémas. Elles sont le fruit de son imagination. A la suite
des mots, des images viennent aussi, en arriere-plan.
Autant il est capable de dérouler un raisonnement
logique qu’il construit lui-mé&me, autant il lui est difficile
de se soumettre 2 une discipline extérieure : il va d’abord la
contester. 11 tend 2 refuser la réalité quand elle prend la
forme de I’image, du concret, de la rigueur extérieure. 11
accepte les mots quand ils sont définis soigneusement, les
régles quand elles concernent la grammaire, et la rigueur
logique quand il I’élabore.

L’approche des mathématiques

Partir des mots et des définitions, faire des liens verbaux,
rattacher 1’élément nouveau a ce qui est familier et retour-
ner a l’objet concret

Pour commencer 2 faire des mathématiques, on pourra
commencer par lui donner des définitions précises. Chaque
mot sera défini non seulement mathématiquement, mais
aussi en relation avec d’autres mots tirés d’un vocabulaire
qui ne sera pas forcément mathématique.

Par exemple, aprés avoir défini une courbe tangente aune
autre, il a cherché le lien entre la tangente mathématique et
I'expression «c’est tangible»: ce qui est « intangible » ne
peut &tre touché, et donc doit demeurer intact. Une courbe
tangente & une autre la «touche» en un seul point. La défi-
nition mathématique du mot tangente va se trouver liée dans
son esprit & un mot peu courant pour la plupart mais fami-
lier pour lui: intangible.

Ce lien tout personnel va contribuer a donner son sens au



110 / Gestion mentale et mathématiques

terme mathématique. Mais il a tendance a en rester a ce
niveau, alors qu’il lui faut retourner a 1’aspect concret des
figures. Il devra apprendre a regarder, donc a reproduire
des figures géométriques avant de les analyser. Ce travail
de reproduction, dans bien des cas, devra étre mené de
facon systématique.

Apprendre & se représenter des mouvements, des transfor-
mations

Toujours 2 propos de la tangente, on lui demande d’ima-
giner une courbe (c) coupée en A, B et M par une droite
(voir la figure suivante), et ensuite d’imaginer que la droite
tourne autour du point M. Que deviennent alors les points
AetB?

Pour répondre 2 cette question, il suffit d’imaginer la
rotation de la droite autour de M. On «voit» alors que les
points A et B se déplacent sur la courbe et qu’ils peuvent se
confondre avec M.

A

Curieusement, I. dit que « ¢a tourne trop vite » et qu’il ne
peut répondre. 11 a fallu qu’il prenne une régle pour simuler
le déplacement de la droite et pour accepter que les points
A et B peuvent se confondre avec M pour une certaine
position de la droite. Aprés avoir fait la simulation de la
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gotation avec la régle, il a longuement regardé la figure,
jmsqu’a ce qu’il ait pu reconstituer mentalement le mouve-
ment. 1. dit n’avoir jamais fait ce genre de travail mental.
Or, c’est le genre de choses qui semblent aller de soi pour
@ enseignant de mathématiques.

Nous avons continué 2 lui donner des définitions ver-
bales d’objets géométriques. Il devait tenter aussitot de
eonstruire un lien entre cette définition et d’autres mots de
won vocabulaire, vocabulaire relié bien souvent a son passé
de philosophe. Cela étant fait, il devait ensuite faire le lien
ces définitions mathématiques et les représentations
géométriques, et expliquer comment on retrouvait dans la
sonfiguration géométrique le sens des définitions. Ainsi, on
partait de la définition mathématique qui était donnée, il
gdevait ensuite rechercher dans ce qu’il connaissait bien,
¢'est-a-dire le vocabulaire, des associations et des analo-
gies avec les nouveaux mots et, ensuite seulement, il devait
£ablir le lien entre la définition et la configuration géome-
wrique. La définition verbale devenait ainsi un moyen
@'évoquer la réalité géométrique. Autrement dit, il «voit»
& condition d’avoir «dit» avant. Le canal de communica-
tion est donc:
1. définition uniquement verbale ;
2. lien entre la définition et le vocabulaire de I.;
3. projection de la définition dans la configuration géo-
métrique.
On a pu aussi utiliser la composante kinesthésique qui
est souvent la premiére dans la chaine évocatrice utilisée
jper 1. En géométrie, on a commencé par faire devant lui des
constructions et lui demander de les reproduire. Quand la
wonstruction était trop compliquée, il la faisait en méme
semps. Ensuite, il commentait ce qu’il venait de faire. Au
goment du commentaire, le sens de ce qu’il venait de faire
srgissait (passage du «senti» au «dit»). Les progres de 1.
nt trés rapides.
Yoici un autre cas trés significatif de cette obligation de
dire et nommer » pour finir par «voir».
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R., OU I’ABSENCE APPARENTE
D’EVOCATION

La derniére classe réguli¢re que R. a suivie était une troi-
sieme spéciale. Elle a été Tuc ! un an dans le domaine de la
cuisine. Elle voudrait entreprendre une formation «d’opé-
ratrice de saisies ». Elle n’a aucun gofiit pour les mathéma-
tiques et a eu des difficultés depuis le début de sa scolarité.

Ecoute du texte

Il ne lui reste qu’un seul mot aprés I’écoute du texte:
sable. M&me apres une seconde lecture, il ne reste rien. Elle
se souvient de quelques mots supplémentaires en lisant
elle-méme le texte.

Elle ne se souvient pas non plus des films qu’elle voit.
Elle est incapable d’expliquer ou de décrire comment aller
de chez elle a son lieu de travail. Elle prend 1’autobus et
compte les arréts pour savoir out descendre. Elle dit que si
on la laissait au centre de Toulouse, elle ne pourrait retrou-
ver seule son chemin.

Elle se dit les mots avant de les écrire, ce qui laisse pen-
ser a une amorce de gestion auditive. Ce sera confirmé plus
tard en lui demandant de faire mentalement des calculs
simples : pour faire 12 + 2, elle fait d’abord 10 + 2 puis
2 + 2 et fait la somme ensuite. Cette fagon de procéder est
souvent privilégiée pour les «auditifs» qui calculent sans
poser I’opération, mais en décomposant les nombres pour
n’avoir a faire que des calculs simples.

Elle ne retient a peu prés rien d’un dessin simplement en
I’observant. En revanche, elle garde un souvenir qui lui
permet de reconstituer une partie du graphique en le faisant
d’abord elle-méme. Ce ne sont pas les gestes qui lui res-
tent, mais plutdt une certaine forme de commentaire.

1. Stage peu rémunéré de durée limitée.
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R. est une personne trés agréable, trés vivante, contraire-
t en général A ceux qui évoquent peu et dégagent sou-
une impression fermée et immobile. R. doit déployer
ent des trésors d’astuces pour surmonter cette absence
 peu prés compléte d’évocation. Bien siir, elle s’ennuyait
ucoup 2 I’école puisqu’elle n’y faisait rien, au moins
ntalement.

Nous avons essayé de trouver quelques moyens d’amé-
orer son évocation a I’écoute. On lui a suggéré d’écouter
texte en faisant un petit dessin trés schématique corres-
pondant 2 chaque membre de phrase significatif. Elle a fait
cette suite de signes:

S. QM. I 335;3

Ensuite en regardant cette suite de signes, elle dit qu’un
bonhomme marche, qu’il est salué, qu’il marche le long
d'un canal et qu’il rencontre des maraichers qui vendent
des 1égumes. 11 y a du soleil et il fait beau. Ainsi, le fait
davoir représenté chaque membre de phrases par un sym-
hole 1’oblige & une certaine évocation et lui permet de
retrouver une partie du sens de la phrase. Il faut noter
cependant qu’elle doit garder ces signes devant elle et ne
peut s’en passer.

Nous avons fait un certain nombre d’exercices visant a
améliorer ses capacités d’évocation. A cette occasion, nous

avons remarqué cette figure:
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Ce dessin comporte ce motif:

La difficulté provient du fait que le trait ne correspond
pas aux lignes du quadrillage. Le tracé doit se faire au tiers
d’un carreau. Or, R. était incapable non seulement de faire
de mémoire cette partie du dessin, mais encore de le repro-
duire a vue. Voici ce qu’elle a fait:

Elle place son tracé au milieu du carreau et non au tiers.
Elle a fait plusieurs essais, sans succés. Rappelons qu’elle
fait le dessin avec le modele sous les yeux.

Nous avons abandonné ce travail pour faire simplement
du calcul, et en particulier nous avons appris a calculer «un
tiers d’un nombre». R. a appris a faire ce calcul mentale-
ment.

Nous sommes ensuite revenus au dessin. R. a réussi du
premier coup a reproduire cette partie du dessin. Autrement
dit, & partir du moment ot elle a pu faire le calcul du tiers
d’une quantité, elle a pu « voir» un partage en trois du car-
reau. On lui a ainsi donné la possibilité d’évoquer verbale-
ment le dessin en donnant un sens a I’expression « prendre
le tiers de...». On croit souvent que ’image va faciliter
I’appropriation d’une idée. Dans le cas de R., C’est exacte-
ment le contraire qui s’est produit. Ayant acquis la capacité
de faire le calcul, elle a pu voir, ou plutdt évoquer, la repré-
sentation géométrique.

Nous avons ensuite systématiquement appris a faire des
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calculs en relation avec les expressions «une fois et
demie » une grandeur, le quart, le tiers, les trois quarts, etc.
Ensuite elle a pu reproduire beaucoup plus facilement les
schémas.

Le cas de R. est un cas limite. On rencontre peu d’indivi-
dus ne pratiquant 2 peu prés aucune évocation. Cependant,
son incapacité & «voir» directement une figure géomé-
trique et la possibilité d’évoquer visuellement le méme des-
sin aprés avoir appris 2 faire un calcul semblent bien de la
méme nature que ce que nous dit I : il faut lui donner
&’abord une définition verbale des objets géométriques,
faire des liens verbaux avec d’autres éléments de nature
werbale et ensuite alller vers la figure géométrique pour
Pinterpréter.

DAL., OU LA NECESSITE DU FORMALISME

Dal. a abandonné I’école depuis 3 ans. La derniére classe
_guivie est une quatrigme CcPPM 2. En classe, elle parait com-
plttement fermée, ne participe pas au cours de maths et
donne 1’impression de ne rien comprendre. Elle apparait
gomme une véritable auditive. Elle a une trés bonne capa-
ité d’observation, puisqu’elle réussit du premier coup a
reproduire exactement le schéma. Pour effectuer cette
reproduction, elle n’utilise que des moyens verbaux. Elle se
gouvient de la description trés précise de 'image qu’elle
*est donnée au moment de 1’observation.

Elle dit ne rien comprendre aux nombres entiers relatifs
sombres entiers de signe quelconque). Je reprends des
explications données en classe: analogie des nombres
mégatifs avec les températures négatives, avec les fagons de
repérer les sous-sols dans les ascenseurs, etc. Je reviens
ensuite sur la droite numérique et lui rappelle comment les

2. Secteur «professionnel court» au Québec.
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nombres entiers relatifs sont placés. Elle refuse toutes ces
analogies, toutes ces représentations. Elle me dit finalement
que ¢a n’a pas de sens, puisqu’un nombre sert a compter et
qu’on n’a jamais pu rien compter avec -3, que tout cela est
absurde. Elle est méme franchement en colére et a
I’impression qu’on se moque d’elle.

Je me rends compte que Dal. vit dans un univers qu’elle
structure logiquement et avec beaucoup de cohérence. Tout
doit avoir une explication. Ce qui n’est pas structuré logi-
quement n’a pas de sens.

Je lui demande ensuite de trouver une solution 2 + 7 =35,
ce qu’elle trouve sans difficultés, puis je lui demande de
trouver la solution de I’équation 7 + 7 = 5. «II n’y arien»,
répond-elle.

Je lui dis qu’on a décidé «d’inventer» des nombres qui
seraient les solutions de ces équations. La solution de
I’équation précédente sera noté ~2.

Elle accepte parfaitement cette notation. Je continue a lui
présenter des équations du méme type. Nous cherchons
ensuite des équations dont ~2 serait solution. Ensuite nous
cherchons 2 résoudre des équations de la forme 5 + 7 =0,
de forme générale a + ? = 0 (a € N). Nous notons ces
nombres "a.

Ensuite je lui demande comment placer ces nombres sur
une droite graduée.

Elle compléte la graduation en plagant d’abord les
nombres entiers naturels, puis elle placera les nouveaux
nombres, qu’elle notera en plagant soigneusement le signe -
au-dessus et non a coté (1, 72, 73 ..).

Ensuite, je lui ai dit que ces nombres ne servaient pas a
compter, mais beaucoup plus a repérer. Autrement dit, j’ai
utilisé avec elle une présentation particulierement formelle
des nombres négatifs, sans référence a quoi que ce soit de
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«concret». Nous avons ensuite continué a travailler dans
_¢e sens sur les fractions, a partir du formalisme et en
n’introduisant qu’ensuite les exemples concrets.

Non seulement les progrés de Dal. furent rapides, mais
son attitude en classe fut transformée. Son professeur de
mathématiques fut avertie de I'importance d’une présenta-
_tion d’abord formelle s’appuyant sur des nécessités
logiques. Elle est devenue plus ouverte et participait beau-
_ coup plus 2 la classe. Or, Dal. avait été placée dans des
classes faibles, ou 1’on privilégiait une présentation tres
concréte des mathématiques. Cette présentation « concré-
t2» non seulement ne ’aidait pas, mais lui interdisait tout
progres et était largement responsable de son échec. De
plus Dal. était particulitrement volontaire et comme on ne
répondait pas a ses questions comme elle se les posait, elle
s"était forgé une attitude tétue de retrait, ce qui correspond
_ & un trait particulier de son caractere.

Dal., essentiellement verbale, fondait sa compréhension
_sur une logique rigoureuse. Le canal de communication
qu’'il nous fallait utiliser devait partir d’une introduction
 mettant en évidence une structure logique. Ensuite, elle
_ pouvait aller vers des objets plus concrets. Comparons Dal.
4 Fred, visuel et concret, qui tire son exigence de cohérence
des représentations spatiales.

LE CAS DE FRED, VISUEL ET CONCRET

La derniére classe suivie par Fred est une troisi¢me dans
un LEP 3. Il voudrait passer un CAP.

11 donne du sens a partir d’images visuelles fixes, aux-
_ quelles il est toujours extérieur. L’image étant présente, il
trouve facilement les mots pour la décrire. Il ne s’intéresse
qu’a ce qui lui est utile, ce qui n’est pas le cas, pense-t-il,

3. CEGEP, option professionnelle au Québec.
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de I’algebre ni des nombres négatifs. I n’en retient donc
rien. I1 est capable de démonter et de remonter rapidement
son moteur de mobylette dont il voit facilement toutes les
pices. Il n’a jamais rien compris aux fractions, bien qu’il
Iui semble que « ¢a devrait lui servir dans son CAP ».

. . . .. . . . 1
Voici la représentation imagée que je lui donne de «—5de

12 ». En fait, cette représentation est produite par un ordi-
nateur et les parties ombrées sont en réalité colorées.

1 de 12 (Schéma 1.)

wj

Je lui donne ensuite les représentations suivantes associées
a 2 de12, 3 de12, 4 de12:
3 3 3

de 12

REEHNEREE

wiN

RERCENNEER)

w|w
=N
o
[y
(&

de 12

BESENNEER]

Wi

Toutes ces images se trouvent en méme temps sur I’écran
et je lui demande de m’expliquer ce qui se passe: ol voit-
on le 12, le dénominateur de fraction (le 3), le numérateur ?
Comment peut-on prévoir le schéma correspondant a % de
127

1l regarde longuement I’ensemble des schémas et, au
bout de 3 minutes d’observation silencieuse, me dit: «Ca 'y
est!» et il décrit ce que I’ordinateur va construire en rela-
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7 . o . .
n avec de 12. 11 tente de faire les mé€mes prévisions

awec d’autres nombres.

Ensuite, je lui demande de calculer de téte 37' de 20, puis

de faire d’autres calculs de méme nature. Il répond lente-
ment et de facon toujours exacte a la question posée. Il se
donne d’abord le schéma géométrique correspondant avant
de répondre.

Je lui présente ensuite cette image:

(Schéma 2.)

Et je lui demande de I'interpréter en fonction de ce qu’il
wient de faire. La encore, 1a réponse ne sera pas immédiate
et semblera surgir soudainement: On divise par 6 et on
snultiplie par 2.

Ensuite, nous avons déplacé le «?»:

Pendant plusieurs séances, il se donnait d’abord la pre-
iere construction qui lui servait a interpréter le schéma.

CEDORES-IEIAY
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Nous continuerons de cette facon, en présentant un
schéma et en lui demandant de 'interpréter lui-méme en
fonction de ce qu’il sait déja. Nous avons travaillé de cette
facon avec succes les fractions équivalentes, les sommes de
fractions. Il était trés concentré pendant toutes les séances,
parce que, disait-il, voyait quelque chose et qu’il compre-
nait. Le schéma 1 lui avait donné accés a une structure
logique extraite d’une représentation spatiale, comme la
définition formelle I’avait fait pour Dal. Remarquons que
les schémas fournis 2 Fred ne sont pas plus concrets que les
définitions données a Dal., mais qu’ils donnent dans les
deux cas des représentations sur lesquelles aussi bien Dal.
que Fred peuvent appuyer une démarche cohérente.

CAS DE L., OU COMMENT DONNER
DU SENS A ’ACTIVITE
ET AUX REGLES MATHEMATIQUES

De niveau troisiéme, il désire devenir éducateur sportif.
A partir de la quatrieme, il s’est trouvé en sérieuse diffi-
culté en mathématiques; pourtant la matiére ne lui déplait
pas a priori. Il est en trés sérieuse difficulté.

Ecoute du texte

Spontanément, il ne se fait pas d’images, mais il se
«force a le faire pour comprendre ». A la deuxiéme lecture,
il redonne une grande partie du texte en utilisant trés sou-
vent les mots du texte; par exemple: «IlI revivait mainte-
nant trop souvent des moments révolus de son propre
passé.» Par contre, il ignore complétement les parties 5
et 6.

Il se redit les mots et tente de se faire une image.
N’ayant pas réussi dans ces cas-13, le texte a été simple-
ment écarté.
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L. part de ce qui est concret et comprend avant tout a
partir de I’image. Il a cependant une composante kinesthé-
sique importante.

Il a des mathématiques une idée assez rigide: des régles
# appliquer, c’est tout. Ces régles n’ont pour lui a peu prés
ui sens, ni justification, ni liaison avec quoi que ce soit de
concret. Qu’il puisse y avoir une raison que chacun peut
comprendre qui justifie ces régles lui semble une idée far-
felue. Il fait tous les calculs de fagon mécanique. Il
applique des formules. A une question comme «qu’est-ce
que T ?», il pense qu’il ne peut y avoir d’autre réponse que
wc’est 3,14 ». 11 ne lui semble pas qu’on lui ait jamais dit
gue T représente le rapport entre la circonférence d’un
cercle et son diameétre. I1 est prét par contre a appliquer la
formule C = 1t x D (C représente la longueur de la circonfé-
rence, D le diametre du cercle). Il ne fait pas non plus le
lien entre la formule écrite sous cette forme et la phrase « T
représente le rapport entre la circonférence d’un cercle et
son diamétre », alors qu’il s’agit de deux fagons différentes
& exprimer la méme chose.
Quand L. pratique le canog, il a conscience d’un travail
mental trés précis. Il regarde a une certaine distance en
vant et évalue constamment I’allure des courants et des
ourbillons. Il évalue I’angle du courant et des rochers et
place en conséquence son canog. «Je vois trés bien ce que
. dois faire. Je dois tout le temps prévoir la position du
ganoé par rapport au courant», et il décrit avec beaucoup
détails le travail mental qu’il effectue. Ce travail «intel-
Jectuel » est un de ses grands plaisirs. En canog, il doit anti-
iper A partir d’une réalité qui lui est familiere. En mathé-
matiques, il n’y a pas de réalité et il n’y a pas d’anticipation
possible : il faut suivre, suivre des régles, des formules, des
ponsignes, c’est tout. Je lui explique:
«Celui qui fait des mathématiques agit beaucoup plus
gomme toi quand tu fais du canog, que lorsque tu fais des
maths: il faut justement savoir ol ’on va, anticiper avant
de faire un calcul. Les mathématiques aussi partent d’une
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réalité familiére. Mais il y a un langage précis en mathéma-
tiques qui permet de parler simplement de certains aspects
trop compliqués de cette réalité. »

L’idée qu’on puisse en mathématiques aussi «diriger sa
barque », savoir ot I’on va parce que le terrain est familier
ne lui parait pas trés sérieuse. Pourtant son attitude chan-
gera et il dira lui-méme que cette prise de conscience I’a
beaucoup aidé.

Pour continuer la discussion avec lui, nous sommes par-
tis de la formule donnant I’aire du cercle; aprés quelques
tatonnements, il finit par me donner:

Aire du cercle = T x 12

Je dessine un cercle et trace des rayons:

X

Avec des ciseaux, je coupe les portions de cercle:

N

N
N
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Je les dispose ensuite de cette fagon:

On trace ensuite un parallélogramme «entourant» la
gure précédente :

-~

«Peut-on évaluer a peu prés l'aire du parallélo-
amme 7 »

La base mesure «2a peu prés» la moiti€ de la circonfé-
ce du cercle, soit & peu prés T X I.

La hauteur du parallélogramme mesure « 2 peu prés » r.
1’ aire du parallélogramme mesure «a peu prés» T x 12,
«Et si on partageait le cercle en portions plus petites ?
~ce que I’approximation serait meilleure 7 » Il lui semble
effet que ce serait un peu meilleur.

 «Est-ce que c’est convaincant ? » I1 dirait plut6t que c’est
nant et intéressant, mais pas trés sérieux du point de
» mathématique. Il dit aussi qu’il s’en souviendra.

Je lui demande de préciser ce dont il se souviendra: c’est
processus qui consiste a couper le cercle et a réorganiser
 portions de cercle entre elles. Il s’agit bien de la trans-
ation et non pas simplement de 1’image finale dont il
garder le souvenir.

(e travail fait avec L. a eu une grande importance pour
11 a recommencé a faire des mathématiques. Rendu
tif 2 son fonctionnement mental par des cours de
jodologie, il a pu entrer ensuite en classe de seconde
difficulté, alors qu’il voulait quitter 1’école.
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Un éléve visuel préférerait cette image :

Sur la figure de gauche, il voit que ’aire du cercle est
inférieure 2 4 carrés ombrés, et sur la figure de droite
qu’elle est supérieure & 2 carrés. Or un carré vaut 12, donc
est compris entre 2 12 et 4 12. Ici il n’y a pas d’action, mais
simplement un état de fait. On voit I’encadrement. Dans la
situation précédente, c’est une suite de transformations qui
donnait une approximation du résultat.

Aucune des deux illustrations ne constitue une preuve de
la formule. L. a raison de dire que du point de vue mathé-
matique, ce n’est pas trés sérieux puisqu’on ne peut établir
la formule dans aucun des deux cas. C’est pourtant beau-
coup plus mathématique qu’il ne le croit. Dans le premier
cas, le probléme posé est celui du passage a la limite quand
les portions de cercle deviennent trés petites : est-ce que la
limite est bien ce parallélogramme ? Ce probléme est un
probléme mathématique important pour lequel il faudra
développer des outils conceptuels qui sont a la base de
’analyse. Le second pose le méme probléme d’une fagon
différente: il s’agit de se rapprocher de I’aire du cercle en
I’encadrant par des polygones que 1’on peut placer a I'inté-
rieur du cercle ou au contraire en le recouvrant. La encore
se posera le probléme du passage a la limite.

Dans les deux cas, nous sommes au cceur de ’activité
mathématique, A condition que I’éléve ne considere ni la
manipulation ni le dessin comme une preuve, mais comme
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un moyen de réfléchir, de se poser un probléme, de déve-
lopper un langage et de donner un sens a une formule éta-
blie formellement ailleurs.

Au lieu de se retrouver dans le monde de I’arbitraire sou-
mis aux décrets des formules, on tente de se placer dans un
wnivers dans lequel on peut faire des liens avec ce qu’on
connait ou dans lequel on peut agir. Comme les dessins ou
action, les rappels historiques ont aussi leur importance ;
savoir que 2000 ans avant J.C. en Egypte comme en Méso-
potamie, on cherchait déja a calculer «un champ rond », et
gu’on faisait ce calcul en triplant le diamétre, en élevant
ensuite au carré et en divisant par 12, puis qu'on a com-
mencé a faire des approximations par les polygones en
Inde, au vre siecle aprés J.C., et qu’il a fallu attendre le
xvme siécle pour qu’on exprime la surface du cercle
comme on le fait aujourd’hui, en donnant une approxima-
fion de 7 par des méthodes analytiques, permet d’admettre
la fois qu’il y ait quelque chose qui puisse encore échap-
per dans la compréhension de cette formule, mais qu’elle
 le résultat de ttonnements et d’efforts qui ont duré plu-
sieurs millénaires. Tout cela arrime la formule mathéma-
que, par I'image, par I’action et par I’histoire au contexte
ltarel, donc au sens.

A. ET LE BESOIN DE SE PLACER
DANS LA FIGURE GEOMETRIQUE
POUR LUI PRETER VIE

A. est de niveau de seconde. Elle désire faire un bac B et
tard une €cole de commerce.

Elle se souvient de phrases entiéres d’un texte lu. Les
lui reviennent, mais ce n’est pas ma voix qu’elle
end, c’est la sienne. Elle a appris & se faire des images
s le prolongement des mots entendus et elle pense que
» travail I’a beaucoup aidée a fixer son attention. Elle a
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donc donné une importance nouvelle aux images visuelles
qu’elle se donne. Elle fait des exercices de gestion mentale
depuis au moins six mois maintenant.

Elle reproduit une figure géométrique assez approximati-
vement, 2 partir de la description qu’elle se donne. Elle
n’aime pas la géométrie et ne réussit pas dans ce domaine.

A. est & dominante auditive et verbale.

Au cours du travail que nous faisons ensemble, je suis
amené 2 lui demander de comparer la longueur du tour du
carré et du tour du disque sur la figure suivante:

Elle ne sait pas. Je lui montre ensuite cette figure et Tui
demande de comparer ABC a I’arc AC.

B C

A
Elle pense que les deux longueurs sont « probablement»
les mémes.
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Je rajoute alors le segment [AC] et lui demande de com-
parer ABC, I’arc AC et le segment [AC]. Méme hésitation.

B C

A

Je lui demande ensuite de s’imaginer en A et qu’elle
ive aller en C. Quel chemin devrait-elle suivre? La
ponse est immédiate : le segment [AC].
Je lui demande ensuite d’imaginer qu’elle peut se dépla-
wer sur ’arc AC ou sur ABC. Je lui repose encore la ques-
jon de la comparaison des longueurs. Elle prend un certain
»mps pour réfléchir et me dit cette fois que I’arc AC est
court que le chemin ABC.
Nous revenons ensuite au cercle inscrit dans le carré:
«voit» maintenant que la longueur de la circonférence
: inférieure & quatre diametres.
On peut dire que A. n’a aucune intuition des figures géo-
triques, ce qui veut dire pour elle qu’elle ne les a jamais
lorées a travers 1’aspect temporel. Elle peut imaginer
"elle se déplace, que quelqu’un d’autre se déplace. Elle
at imaginer aussi qu’elle transforme certaines courbes en
 tordant par exemple, mais elle n’a jamais fait ce travail
ntalement et la géométrie lui est restée complétement
ngere.
1l est étonnant, pour un professeur de mathématiques, de
a quel point «!’intuition», ou méme le simple «bon
» n’opére plus en cours de mathématiques. Un cas
mme celui-ci n’est pas isolé. Il est au contraire trés repré-
atif d’éleves en difficulté. A. est une personne intelli-
e qui est d’ailleurs parvenue a entrer dans une classe de
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premigre tout 2 fait normale I’année suivante. Pourtant, il y
a une véritable rééducation a faire en géométrie. Cette
rééducation peut consister d’abord 2 lui faire mémoriser et
construire des figures géométriques pour qu’elle com-
mence 2 établir des relations quantitatives entre les divers
éléments. Ensuite il faudra qu’elle pénétre ces figures géo-
métriques en imaginant des transformations, qu’elle les
compare en imaginant qu’elle les parcourt. A. a les moyens
de donner un sens aux figures géométriques en procédant
de cette fagon. Elle n’avait tout simplement jamais fait un
tel travail.

CAS DE CH.,, OU L’EVOCATION MOSAIQUE
ET LA DIFFICULTE DE FAIRE DES LIENS

Ch., d’origine chilienne, est en France depuis 6 ans. Ii
suit un stage de «remise 2 niveau» de niveau premiére ¥
pour pouvoir faire ensuite des stages en informatique.

Ecoute du texte

Apres I’écoute, il redonne le texte sous la forme d’une
suite de descriptions assez précises, mais sans tenir compte
de I'ordre chronologique: «Les images se présentent
comme une mosaique sur un mur. » Elles apparaissent avec
assez de précision pour pouvoir les commenter, mais la
relation entre elles est perdue: «Je vois un chiteau, une
porte se l1&ve, un pont-levis. Les gardes le saluent et il
quitta la ville.» Les mots reviennent facilement sur ces
images. La vision de la mer arrive ensuite bien qu’elle
n’apparaisse qu’a la fin du texte. Ensuite, il a la vision de
I’abeille, puis celle des maraichers qui «sortent a cheval de
la ville () ».

4. Deuxieme année de CEGEP au Québec.
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_ Aprés une deuxieme lecture pendant laquelle Ch. a le
ps de faire des évocations auditives qui consistent a
rire les liens entre les images qu’il se donne, il est
pable de donner la plus grande partie du texte dans
"ordre. Cependant, les parties 7 et 8 sont complétement
ignorées. L’expression des sentiments ou des notations plus
hstraites sont ainsi passées sous silence.

Interprétation

L’image joue un rdle trés important dans sa vie: avant de
s"endormir par exemple, il se fait un film trés coloré. II
uve alors un sentiment trés agréable. D’une fagon
générale, Ch. a beaucoup d’imagination, mais on retrouve
soujours dans ses productions ce c6té morcelé. En dessin, il
juxtapose des formes différentes, isolées, ce qui donne une
smpression d’éclatement. Quand il rédige un texte, ses idées
fui viennent aussi de cette fagon désordonnée, sans lien.

En mathématiques, au Chili, il obtenait de trés bons
résultats. 11 suivait 1a-bas des programmes trés proches des
programmes américains, beaucoup plus morcelés que les
programmes frangais, portant surtout sur I’algébre et ou la
démonstration tient une part négligeable. Il a eu beaucoup
de difficulté a s’adapter aux programmes francais dans les-
Is algébre et géométrie sont beaucoup plus imbriqués et
dans lesquels le raisonnement et la démonstration jouent un
le beaucoup plus important. Dans ces programmes, il faut
{faire des liens.

Intervention sur I’évocation pour améliorer
1a compréhension en mathématiques

_ Nous avons ensemble trouvé une méthode plus efficace
d'évoquer les textes: il ferait une premiére lecture qui lui
laisserait des traces visuelles. Il ferait ensuite une seconde
lecture ou il ne ferait que des liens verbaux entre ces
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images. Ch. s’est entrainé systématiquement & procéder
cette facon et ses résultats s’en sont trouveés grandem
améliorés. Cependant, si cette méthode lui a permis d’a

liorer sa compréhension des textes, cela reste insuffi

pour I’amener 2 faire les liens nécessaires a la rédaction
d’une démonstration. Non seulement il faut lui apprendre |

construire des liens au moment du rappel d’un texte, mais i
faut qu’il fasse ces liens au moment de la premicre prise de
contact avec le texte ou la figure. Le cas suivant va préciser
les difficultés suscitées par un certain type d’évocation

visuelle.

QUELQUES DIFFICULTES EN GEOMETRIE
CAUSEES PAR UNE EVOCATION VISUELLE
EN IMAGES FIXES

On pourrait croire que, pour tout éléve visuel, une expli
cation 2 partir d'une image va permettre la compréhension.
On va voir qu’il faut apporter des nuances a cette affirma-
tion. ,
Fa est née en Algérie ol elle a fait ses études primaires.
Elle a poursuivi ses études en France. Elle est de niveau
troisitéme. Elle désire faire un cap. Les mathématiques lui
paraissent difficiles et elle a eu de la difficulté a s’adapter
au systéme frangais. Son frangais est de bonne qualité, bien
qu’elle soit toujours inquigte a ce sujet et désire I’améliorer
en lisant.

Elle évoque un texte sous la forme d’images visuelles
fixes qu’elle superpose en grande partie, ce qui fait qu’elk
ne prend que trés peu conscience de la chronologie de ce
qu’elle lit ou écoute. Un seul mot évoque une image et peut
déterminer le sens de toute une phrase, indépendamment
des autres mots qui composent la phrase. Elle n’évoque que
fort peu les sentiments et tout ce qui est ressenti. Elle

évoque une image globalement, mais ne parvient que.trés
partiellement a la reproduire.
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_ mathématiques, les images lui donnent souvent
sion qu’elle a « compris », mais elle a le sentiment
ui est impossible d’expliquer. C’est une impression

souvent les visuels. S’étant donné une image fixe
quelle elle surimpressionne de nouvelles images au
t & mesure que de nouvelles informations lui parvien-
elle ne trouve pas les mots qui lui permettraient de
wver la chronologie perdue par la nature de son travail

a donc une structure de base visuelle: images fixes,
de la chronologie, difficulté a expliquer ce que pour-
n a I'impression de comprendre.

connait la formule qui permet de calculer 'aire d’un
igle : on multiplie la longueur par la largeur.

A

e lui demande de calculer I"aire de ce parallélogramme .
. propose de multiplier a par b. Elle fait donc le produit
_deux cotés du parallélogramme. Cette erreur est clas-

e lui demande de comparer la longueur du c6t€ a et la

sueur de h. Elle regarde avec, semble-t-il, beaucoup

itention :

(’est 1a méme longueur.

Est-ce que tu peux imaginer que le segment k& peut

rner autour du point A et vienne se placer sur le coté
o

_Elle semble encore se concentrer:

«Oui.

— Et est-ce qu’ils ont la méme longueur ?
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— Oui.

— Mesure-les. »

Elle prend une reégle. La mesure est différente. Surprise !

Ainsi, elle n"avait pas pu mentalement se donner la rota-
tion du segment. Je lui montre ensuite ces deux dessins:

Figure 1

Figure 2

Je Iui demande si elle voit un lien entre les deux figures.
Devant son silence, j’ai le tort de lui demander d’imaginer
que le triangle t1 est coupé et est ensuite placé de I’autre
coté du parallélogramme. Elle a du mal & se convaincre de
I’égalité des deux figures. La encore, je lui demande d’ima-
giner autre chose que ce qui est devant elle. De plus, je lui
demande d’imaginer un mouvement, ce qu’elle n’a pas
I’habitude de faire. Elle sait évoquer des images concretes
mais ne peut évoquer des images construites.
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Pour les visuels, poser le probléme en terme de
différence et non en terme de transformation

Je lui demande alors quelle différence elle peut voir entre
les deux dessins. Elle me dit alors que le triangle gris n’est
pas placé au méme endroit. La question lui parait beaucoup
plus claire que la précédente: quand je lui demandais
d’imaginer le déplacement du triangle t1, il lui fallait faire
mentalement une transformation et I’équivalence du paral-
{élogramme et du rectangle découle de cette transformation
mentale. Elle ne pouvait faire mentalement cette transfor-
mation, et I’équivalence ne pouvait apparaitre. Par contre,
en posant la question en terme de différences entre deux
ifigures, nul n’est besoin de transformer I’image existante, il
suffit de constater que le triangle gris n’est pas placé au
méme endroit.

Voici par exemple deux facons de présenter les mémes
mmages a des visuels «a images fixes» et a des «visuels a
images mobiles» ou a des éléves auditifs.

1. Présentation pour « visuels a images fixes»:

Avant Apres

Question: quelles sont les différences entre les deux
ures 7 En déduire une fagon de calculer I’aire du parallé-
amme.
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2. Présentation pour « visuels & images mobiles»:

e

On décpupg ...eton la place de l'autre
fa partie grise... cOté du paraliélogramme

Question : décrire la transformation et en déduire une
fagon de calculer I’aire du parallélogramme.

LES DIFFICULTES D’ANALYSE POUR
UN VISUEL D’UNE SITUATION
SEQUENTIELLE

La situation suivante illustre encore I'importance pour un
«visuel 2 images fixes» de chercher des différences et non
pas des transformations pour faire des comparaisons. I
s’agit d’un exemple pris dans la programmation en Logo,
langage informatique développé a des fins pédagogiques.
Une tortue, dont il faut prévoir les déplacements pour pou-
voir la diriger, obéit & des ordres correspondant a des mou-
vements de rotation ou de translation. Du point de vue expé-
rimental, c’est une situation fort intéressante puisqu’il faut
se représenter un déplacement avant que celui-ci n’ait lieu.
On est donc toujours en situation d’avoir a anticiper un
mouvement.

1l s’agissait de faire tracer par la tortue la moitié d’un
losange. Elle se trouve en A (départ). Il faut la conduire en C
(arrivée). Pour la conduire en C, on doit la faire passer par B.




#
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A

On peut dire a la tortue soit d’avancer, soit de tourner en
isant & chaque fois la longueur du parcours a effectuer
-ance 20) ou la mesure de I’angle de la rotation a effectuer
roite 30 ou gauche 30 par exemple).

Voici la bande dessinée du trajet que la tortue doit effec-
r pour dessiner la premiére partie du losange:

#

3‘, une bonne éléve, de niveau du bac, disait: «J’ai com-
. mais je n’arrive pas a le faire dans le cas général. » Elle
ait déterminer, par tdtonnement, que dans le cas ou
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P’angle (a) du losange valait 40 degrés, elle devait d’abord
tourner a droite de 20 degrés, puis il fallait avancer de la
longueur du cdté AB, puis tourner de 40 degrés vers la
gauche, avancer encore de la longueur du c6té, puis tourner
de 150 degrés vers la gauche. Par contre, elle était incapable
d’évaluer la valeur des angles dans le cas général, c’est-a-
dire quand I’angle, au lieu d’avoir une valeur numérique,
avait une valeur représentée par une variable, «a» dans ce
cas.

Pour se placer dans le cas général, un éléve verbal
«raconte» I’histoire du voyage de A vers C: la tortue va
devoir tourner vers la droite d’un angle valant la moitié de
I’angle «a», ensuite elle devra avancer de la longueur du
cdté AB, etc. Pour S., il semblait impossible de se donner
I’image de la tortue en mouvement. Arrivée en B, S. pensait
que la tortue devait tourner de 1’angle indiqué sur la figure
ci-dessous (figure 1).

Figure 1 A Figure 2 A

Pourtant, la tortue en B regarde dans la direction de la
fleche (figure 2). Elle doit tourner de I’angle représenté sur
cette figure. Pour cela, il faut imaginer la position de la tor-
tue en B, et imaginer mentalement sa rotation.
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Je demandai a S. de représenter la tortue en B. S. la plaga
vette facon:

Figure 3 A

Puis elle m’indiqua encore le méme angle de rotation
pour la tortue en B (figure 1). Elle ne pouvait répondre ala
qguestion parce que je la posais en terme de déplacement.

Je posais la question autrement. Je lui demandais de
représenter la tortue aprés son arrivée en B, et aprés son arri-
vée en A. Il n’y avait plus de déplacement a imaginer, mais
simplement une situation a représenter. Elle a fait cette
figure dans lesquelles les fleches représentent les positions
successives de la tortue.

Figure 4 D

Sur cette figure, S. a ensuite pu évaluer les angles en B
(gauche a) et en A (gauche [180 — a/2]) en fonction de




138 / Gestion mentale et mathématiques

I’angle du losange. Au lieu d’imaginer un déplacement sur
le losange, il lui a fallu placer toutes les informations sur la
figure pour établir ensuite les relations qu’elle cherchait.
Rappelons que S. est une bonne éléve, mais il faut lui poser
ce genre de probleme en terme de différences et non de
transformation. C’est maintenant une future enseignante.

Voici un autre exemple du méme type. Nous voulons éva-
luer grossiérement la valeur de w. Voici comment on peut
procéder:

R A

e,

verecertsvrveorerervnOr

Figure 1

Le trait vertical est de la méme longueur que le diametre
du cercle. On demande d’imaginer que I’on courbe ce seg-
ment pour I’appliquer sur le cercle. Ol va se trouver I’extré-
mité A du segment apres la torsion ?

Certains donnent une évaluation convenable de la position
du point A et imaginent que si I’on recommence I’opération,
on pourra placer facilement trois fois la longueur du dia-

métre dans le cercle. Mais ce ne sont pas des «visuels» du

genre de Fa qui vont le faire, le travail mental qui consiste a
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courber mentalement le segment pour ’appliquer sur le
gercle étant un travail qu’ils font mal.

En revanche, on peut leur demander de prendre une bande
de papier de la longueur du diamétre et de la courber effecti-
wement sur le cercle et de marquer ensuite I’extrémité (pre-
wigre fleche). On leur demande ensuite de recommencer
T'opération a partir de cette marque sur le cercle et ainsi de
swite. On obtient cette figure:

Figure 2

Pour des visuels, le fait d’avoir fait la manipulation ne va
les aider directement a évoquer la courbure du segment
s le cercle, méme si cela peut Etre rassurant pour eux. Une
bis I'activité manuelle terminée, il faudra revenir a la figure
 départ et tenter de se représenter mentalement la courbure
 segment. L’évocation est toujours nécessaire aprés une
ipulation.
On peut donner quelques techniques adaptées a des
ines évocatives différentes pour présenter le sens du
ibre .
. Demander d’imaginer mentalement la torsion du segment
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sur le cercle: ce travail mental est possible pour les audi-
tifs qui peuvent se donner des images dans le prolonge-
ment des mots.
Pour les auditifs qui ne parviennent pas a se représenter la
torsion du segment, ils peuvent imaginer par exemple que
deux personnes se déplacent & la méme vitesse en partant en
méme temps du point D. Ol sera celui qui se déplace sur le
cercle quand celui qui se déplace sur le segment arrive
en A? On peut leur demander aussi de simuler le déplace-
ment en déplagant la pointe d’un crayon tenu dans la main
gauche sur le cercle et la pointe d’un crayon tenu dans la
main droite se déplacant sur le segment vertical.
Chaque fois que I’on demande a un éléve de manipuler
physiquement, il est bon de demander ensuite de se redon-
ner mentalement une représentation de cette manipulation.
2. On peut demander de faire la manipulation qui consiste
a courber une bande de papier sur le cercle. Les éleves ver-
baux vont pouvoir se parler pendant ou aprés la manipula-
tion. C’est ce discours qu’ils pourront évoquer ensuite.
Pour certains, le simple fait de voir un autre faire cette
manipulation va suffire.
3. Les visuels pourront faire la méme manipulation ou la
voir faire. IIs garderont ensuite en téte le résultat de cette
manipulation, c’est-a-dire la figure 2.
4. On peut commencer par donner une définition du
nombre 7t par exemple : « C’est le rapport de la longueur de
la circonférence au diamétre du cercle » et ensuite faire un
travail analogue a celui que nous venons de décrire.
On établit ainsi des «canaux de communication» en
relation avec les chailnes évocatives personnelles des
éleves. ‘
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rigidité des codes imagés fixes

Les codes imagés sont beaucoup plus rigides: une fois
és, il est trés difficile de les modifier mentalement.
aprés Reed et Johnsen 5, il est de méme impossible de
décomposer mentalement en parties. J.-F. Richard 6 rap-
wrie le mot d’Alain selon lequel «on peut bien former
"image du Parthénon, mais non en compter les colonnes ».
‘habitude de se donner un codage visuel fixe peut donc
nner cette impression de compréhension globale, mais
i d’impossibilité & analyser : «Je comprends mais je ne
ux pas expliquer.» Ceux qui ont ce sentiment doivent
snrendre 4 se donner une représentation non pas seule-
ment de ’ensemble, mais aussi des parties au moment de
*évocation, et non pas tenter de le faire aprés. Ils doivent
comparer les divers éléments en mettant en évidence leurs
fférences. Cela fait, ils évoqueront en méme temps la
igure et sa décomposition.

5

*AISONS LE POINT

Dans les exemples précédents, nous voyons que le
sens donné aux mathématiques dépend étroitement des
modalités de I’évocation pratiquée par chacun. L’utili-
sation d’un bon canal de communication permet aussi
de provoquer cette intuition du sens, que I’on parte
_d’associations verbales pour aller vers des représenta-
tions géométriques comme I., d’une nécessité purement
logique comme Dal., de I’expérience faite, ressentie et
dite comme A., de Pévocation de représentations ima-
gées comme Fred, des différences entre images visuelles
évogquées comme S.

5. Detection of parts in patterns and images (1975), Memory and
cognition, 1, p. 157-163.
6. Les activités mentales, Armand Colin.
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Chacun doit trouver une approche des mathéma-
tiques qui s’apparente a un apprentissage qu’il réussit
bien dans un autre domaine. L’attitude de L. a complé-
tement changé quand il a pris conscience qu’il pouvait
y avoir une analogie entre P’apprentissage du manie-
ment d’un canoé, qu’il réussissait parfaitement, et
Papprentissage des mathématiques, domaine ou il
échouait.

Ce n’est pas ce qui est «concret» qui fonde ’appren-
tissage, mais ce qui est facilement évocable. Pour les
uns ce peut étre le vocabulaire, pour certains la cohé-
rence logique, pour d’autres des représentations ima-
gées ou symboliques, et ce ne sont la que quelques
exemples.




v

Résolution de problémes

«Cest un fait universel qu’on observe dans tous les pays
4 toutes les époques: il y a une espece de curiosité innée
naturelle de I’étre humain 2 résoudre des devinettes. Ne
chez pas plus loin, les neuf dixiémes des mathéma-
s, en dehors de celles qui ont été suscitées par des
pins pratiques, sont des résolutions de devinettes 1. » La
inette, dans le cours de mathématique, s’appelle «pro-
= ». Pourtant cette curiosité innée se transforme sou-
st en ennui craintif 4 I’école et Dieudonné continue : «La
bie des problémes, c’est un non-sens intellectuel. » De
abreux éléves n’aiment pas résoudre des problemes. IIs
sent que la solution est toujours unique et que cette
tion leur est inaccessible et imposée. Ils ne savent pas
rcher 2 partir de ce qu’ils connaissent. Ils ne savent pas
la recherche d’une solution se fait dans une certaine
sphere de liberté.
Le probléme n’est pas I’exercice. La solution d’un pro-
e ne se fait jamais en répétant exactement une solution

1. Jean Dieudonné, Penser les mathématiques, Point Sciences, p. 23.
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déja rencontrée. Il y a toujours un aspect nouveau. Un pro-
bleme, c’est aussi un peu un jeu dont les régles sont parfai-
tement déterminées.

Un probleme est constitué d’une situation initiale, de
contraintes a respecter et d’un but non immédiatement
accessible. Pour atteindre ce but, des stratégies différentes
sont possibles. Ce qui est un probleme pour un individu
n’est bien souvent qu’un exercice pour un autre, selon ’age
ou I’expérience. Un probléme n’est pas difficile dans
I’absolu. I ’est en fonction de celui qui veut le résoudre et
du contexte dans lequel il se trouve. Un ordinateur peu:
résoudre des problémes d’échec mieux qu’un excellent
joueur, mais il ne peut lever des ambiguités linguistiques
qui ne posent aucune difficulté & un enfant de 10 ans.

A priori, on ne sait pas résoudre un probléme. On se
trouve toujours devant une situation complexe génératrice
d’inconfort. Il faut savoir que cette impression est normal
parce qu’il n’y a pas d’activité intellectuelle sans com
plexité. Non seulement on peut surmonter cette impression
d’inconfort, mais encore en profiter si ’on dispose de
facons de procéder qui conduisent souvent au succes.

Si la solution du probléme ne peut étre immédiate, il faut
avoir a sa disposition des fagons de procéder qui som
«habituellement efficaces». C’est ce qu’on appelle des
heuristiques. Ces «heuristiques » ne sont que des proje
mis en application au moment de la résolution du pro-
bleme : projet de se représenter le probléme, projet de trou
ver des exemples analogues au probleme a résoudre, proj
de le simplifier, projet de le scinder en une séquence &
problemes plus facilement accessible, etc. Il n’y a pas
recherche de solution sans ce moment ol I’on se dit: «Et
je faisais telle chose, peut-tre que j’obtiendrai quelqgy
chose que je connais...» La résolution d’un probleme &
intimement reliée 2 la capacité de se donner des projets
d’anticiper, de prévoir. Tout comme la mémorisation,
résolution de problémes demande d’envisager le présent &
fonction d’un certain futur. Pour obtenir une situation famé
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lidre (but 2 atteindre), je dois transformer ce probléme qui
st devant moi (situation présente). Ou encore, pour obtenir
gne situation plus simple (futur), je dois réorganiser le pro-
bieme (présent) en plusieurs problémes qui me sont fami-
il faut donc avoir en téte en mé€me temps ce qu’on veut
nir (situation visée possible) et ce dont on dispose (pro-
me évoqué) avec le projet de faire évoluer le probleme
oqué vers la situation visée. Si I’on ne parvient pas a
ire ce rapprochement, il faut alors changer la situation
isée, transformer éventuellement la représentation qu’on
est faite du probléme et recommencer.

o

Dibjets externes Objets internes

Probleme Probléme
évoqué

Représentation

- Représentation visée

Hepresentation

e probleme évoqué et la représentation visée sont mentalement pré-
. &t I’on cherche 2 faire évoluer la représentation du probleme vers
ésentation visée. En cas d’échec, on change la représentation visée
ue modifie éventuellement 1’évocation du probléme qui « fait pen-
% une autre représentation familiere qui devient la représentation

Pour résoudre un probléme, on doit donc avoir une
se d’heuristiques et de représentations visées pos-
. Savoir évoquer un probléme, c’est s’en faire une




146 | Gestion mentale et mathématiques

représentation qui va permettre de se rapprocher d’une
représentation mathématique familiere, puis faire coexister
mentalement les deux représentations, et les faire évoluer
I'une vers D'autre. Il s’agit d’un projet complexe, aux
modalités infiniment variés. Nous I’abordons sous I’angle
du travail de représentation mentale et du projet. Il y a
d’autres approches, nous sommes donc loin de faire le tour
complet de tous les aspects reliés & «la résolution des pro-
blémes en mathématiques ». f

Nous emploierons les mots évocation et représentation:
I’évocation est le processus qui permet d’obtenir une repré-
sentation. La représentation est donc 1’objet évoqué.

Pour résoudre un probléme, il faut commencer par s’en
donner une représentation personnelle. Lorsqu’un physi
cien donne un probléme & un mathématicien, ce dernier v
travailler quelquefois fort longtemps pour transformer
probléme du physicien en un probléme de mathématicies.
La premiere difficulté dans la résolution des problemes est
d’en pénétrer le sens, donc de s’en faire une ou des rep:
sentations les plus complétes possible.

Il ne faut pas s’étonner que, parmi les multiples repré-
sentations d’un méme probléme, un éleve le réussisse plus
facilement s’il choisit une représentation selon le mode
corresponde a ses habitudes évocatives. La solution du
bléme va dépendre beaucoup plus de la représentation é
quée que de I’énoncé lui-méme, et 1a encore, parmi toutés
les stratégies possibles, celle qui va apparaitre la plus
simple sera celle qui aura les caractéristiques des habitudes
évocatives de celui qui résout le probléme. Partons a la
contre des éleves. Nous allons d’abord en considérer
tentant de résoudre le méme probléme, le premier ayant
mode d’évocation verbale, le second visuel, le troisié
plus kinesthésique. A travers ces exemples, nous préci
rons les modalités d’évocation d’un probleme et les fa
d’intervenir pour favoriser cette évocation. Nous comn
cerons a caractériser le «langage intérieur mathématique
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CAS 1: LA STUDIEUSE LECTURE DE J. ET
LA LENTE EVOCATION A PARTIR DES MOTS

Avant de commencer la lecture de 1’énoncé, je demande
. 8'il se souvient des gestes mentaux qui lui ont permis
mémoriser et de comprendre le texte écrit : il se souvient
il se redisait les mots pour susciter des images visuelles,
que c’est de cette traduction qu’il prenait conscience du
s de ce qu’il venait de lire. Apres ces rappels, J. avait un
jet d’écoute » assez précis.

Je lui lis maintenant le texte du probleme :
«Dans un restaurant, on sert deux sortes de desserts
différents: des giteaux au chocolat et des tartes aux
pommes.
Les 3/4 des desserts servis sont des tartes aux pommes.
vendredi soir, on a servi 135 tartes aux pommes.

ombien de desserts a-t-on servi ce soir-1a ? »

prés ma lecture, il désire lire le texte lui-méme. 11 le
4 voix basse et le récite A peu prés parfaitement. Cepen-
il n’a pas I’impression d’en avoir compris le sens
pplétement et ne se sent pas prét a le résoudre. Il va
i I"écrire de mémoire.

ela fait, et bien fait, il veut maintenant le relire «dans
#8te» pour se faire des images visuelles. Cette relecture
ieuse dure presque une minute. Aprés la résolution du
me, J. dira que c’est surtout 2 ce moment que le sens
probléme lui est apparu. «J’ai regardé ce qui se passait,
ginais I'intérieur du restaurant. Les trois quarts du
, C’est les tartes aux pommes qui sont servies aux
Il y en a 135 tartes servies. »

Es-tu prét a le résoudre maintenant ?

- Oui. »

 commence par diviser 135 par 4: regard désespéré, ¢a
tombe pas juste! II se tait puis: «I1 faut diviser par 3,
par 4! Je m’imaginais qu’il y avait 135 desserts au




148 / Gestion mentale et mathématiques

total, mais ce ne sont que des tartes aux pommes. Il n’y a
que 3 tartes aux pommes sur 4 desserts. »

11 fait la division 135 par 3, trouve 45 et multiplie par 4.
Le résultat est de 180 desserts.

Le probleme a été résolu sans aucune représentation gra-
phique. Il me dit d’ailleurs qu’un dessin ne ’aiderait pas,
mais qu’il veut bien essayer de «dessiner» le probléme.

Il représente trois tartes aux pommes dans trois assiettes
et un giteau au chocolat dans une quatrieme assiette. Il
m’explique le lien qu’il fait entre 3 sur 4 et son dessin.

«Mais comment pourrais-tu représenter les 135 tartes du
probleme ?

— 11 suffit d’imaginer que chaque tarte en représente 45,
Le dessin est plus facile a faire aprés avoir résolu le pro-
bleme qu’avant, ajoute-t-il. Ca n’aide pas a résoudre le pro-
bleme. »

Comme on le voit, J. ne s’appuie pas sur une représenta-
tion graphique pour résoudre le probléme, mais simplement
sur I’énoncé du probleme. Pour faire les liens entre les dif-
férents éléments du probleéme, il doit avoir ’énoncé com-
plet mentalement présent, et le travail essentiel fut les mul-
tiples lectures qu’il a di faire de cet énoncé avant de
commencer la résolution.

J. est capable d’expliquer pourquoi il a divisé par 3 et
multiplié par 4. D’autre part ce n’est pas parce que le des-
sin ne lui permet pas de résoudre le probléme qu’il n’est
pas important pour lui de représenter graphiquement le des-
sin aprés I’avoir résolu. Nous avons vu qu’il lui semble
important de parvenir a 1’élaboration d’une image visuelle
a partir d’un énoncé pour avoir le sentiment de com-
prendre. Cette transformation mot-image lui permet aussi
de mémoriser. Enfin les représentations imagées qu’il se
donne vont lui permettre de développer I'intuition qui lui
manque s’il reste simplement au niveau verbal.

J. est un éleéve faible et la fagon dont il a résolu le pro-
bléme n’est pas habituelle chez lui. Son succeés provient du
fait qu’il a lu ’énoncé en utilisant un processus qui lui per-
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ait de donner du sens & un texte, en mathématiques ou

dre le temps de se pénétrer du sens des mots

J. est parti des mots, les a intériorisés, s’est assuré de la
mformité de ce qu’il a mémorisé avec le texte initial, puis
fait un long effort de visualisation du décor et des actions
probléme. I n’a pas appris par cceur le probléme mais il
mis des mots en attente, comme nous avons vu que les
aditifs le font fréquemment. IIs mémorisent des mots des
és dont ils ne comprennent pas complétement le sens.
sens viendra apres. J. s’est littéralement pénétré du sens
ce probleme. 11 lui fallait avoir I’ensemble du probléme
ntalement présent pour pouvoir modifier sa premiere
ulsion qui était de diviser par 4 et non par 3.

Une partie des difficultés rencontrées par J. provient de
qu’il ne prend pas, ou qu’on ne lui donne pas ce temps
"évocation indispensable : rappelons qu’il a écouté pour
yoriser, puis lu, puis écrit le texte de mémoire, puis lu
se faire des images et que ce n’est qu’aprés qu’il a
repris la résolution du probléme. Le temps de représen-
ion du probléme a été long: au total plus de 5 minutes de
ture. S’il veut avoir le texte devant lui, c’est surtout pour
oir la maitrise du temps de lecture.

On note aussi qu’il s’est représenté I’atmosphére du res-
nt. Au lieu de simplifier a2 I’extréme les données du
bléme, il a rajouté des éléments qui lui permettaient de
endre conscience du probléme. Pour ce faire, il doit se
r dans un cadre plus humain.

rendre a se donner des représentations imagées

Enfin la représentation graphique qu’il donne n’est pas
représentation de la réalité concréte du restaurant et de
sies tartes aux pommes, mais bien d’un concept associ€ a
L et appliqué au probleme.
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45

Mais on voit que cette représentation est loin d’étre
spontanée. Elle reste encore trés rattachée & une représenta-
tion concréte. J. nous dit que la représentation imagée ne
I’aide pas, mais il est important d’apprendre & représenter
en mathématiques des relations par des schémas. Il peut
commencer a le faire aprés avoir résolu le probleme,
comme cela s’est produit au cours de I’entrevue. I finira
par acquérir ainsi un ensemble de représentations gra-
phiques qui pourront servir de support a son intuition.

CAS 2: DE PIMAGE AU NOMBRE ET
LA DIFFICULTE D’EXPLIQUER.
LA SOUDAINETE DE I’INTUITION VISUELLE

L. ne se souvient que des notations visuelles du texte: les
descriptions, les mouvements. Le reste lui est resté étran-
ger. L. lit le probléme et tente de me le redonner verbale-
ment:

«Il y a des tartes aux pommes et des giteaux au choco-
lat. 3/4 des tartes aux pommes se vendent le plus. Le ven-
dredi, 135 des tartes aux pommes sont prises. Et la question
est: “Combien de gateaux au chocolat 7 »

Elle ajoute: «C’est ¢a la question 7»

Je lui demande de relire.

Cette fois-ci, elle me redonne le texte du probléme
presque mot a mot, sauf la question qui pour elle demeure
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jours: «Combien de giteaux au chocolat?» Je lui
nde si elle est sfire de la question: elle est siire. Je lui
de de relire encore une fois.

Elle me redit le probléme presque textuellement, et cette
énonce la bonne question: «Combien de desserts ont
: servis ce soir-12?» Je lui demande encore si elle est
de la question. Non, elle doit vérifier.

Elle peut maintenant commencer la résolution du pro-
Pme.

_ Elle commence par diviser 135 par 4 et dans la foulée
dit qu’elle n’est pas sfire parce qu’elle n’est pas bonne
mathématiques. Devant mon silence, elle revient au pro-
1e.

Elle continue: «3 sur 4, 4 c’est tous les desserts. » Elle
vise 135 par 3 et trouve 180.

«Si tu devais expliquer le probléme a un autre, comment
is-tu?

~ Tu trouves 1/4, tu ajoutes a 135 et ¢ca donne 180.»
Elle n’explique pas pourquoi elle fait ces calculs, mais
fait qu’énoncer les opérations qu’elle vient d’effectuer.
«Imagine que j’aie 12 ans et que tu doives m’expliquer
quoi je dois faire ces calculs.

-~ 3/4, c’est des tartes, on a 3 tartes sur 4 desserts. »

Elle répétera: 3/4 de ce qui est servi, c’est des tartes aux
ymes ; ou encore: 3, c’est les tartes qui sont le plus ser-
=5, Elle s’aide de ce dessin pour expliquer:

Tartes
3 #~
4

¥ Desserts

« Peux-tu faire un autre dessin pour m’expliquer ?
q
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— En haut, ce sont les tartes, en bas les desserts au choco-
lat.

—Y a-t-il plus de tartes ou plus de giteaux au chocolat ?

— Des tartes.

~ Est-ce qu’on le voit sur le dessin ?

— Non. »

Elle grossit le rond du haut.

«Est-ce que ton dessin indique les opérations qu’il faut
faire ?

— Non. On pourrait dessiner les tartes:

00000 ...

On pourrait imaginer 135 ronds. »
Elle demeure toujours incapable de trouver une explica-
tion faisant le lien entre I’opération et le probléme, comme
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de donner une représentation imagée qui pourrait €tre asso-
ciée a une telle explication.

«Est-ce que tu pourrais dessiner le restaurant 7»

Elle fait ce dessin:

Tartes Giteaux

D’un c6té, on place les tartes aux pommes, de I’autre les
giteaux.

Elle tente d’expliquer son calcul sur ce dessin et est trés
génée par I’espace blanc. Enfin, elle barre tout et refait le
dessin suivant:
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et le compleéte de cette fagon:

45 45 45 45

Je lui demande maintenant si elle peut expliquer la facon
de résoudre le probléme. Elle me dit que le dessin n’est pas
bon parce que c’est ’espace occupé par les tables qui est
représenté, et qu’on n’est pas sir que certaines personnes
n’ont pas mangé plusieurs tartes... ce qui est tout a fait vrai.
Pour elle, le dessin est trés ambigu puisque son interpréta-
tion oscille entre la représentation d’une idée et la représen-
tation d’une situation concréte (un restaurant, des tables,
des clients).

L. a une intuition de la solution: la division par 3 et la
multiplication par 4. Cette solution ne repose pas sur une
analyse verbale de la situation: elle ne peut pas trouver les
mots qui justifient son calcul. Elle ne se repose pas non
plus sur une représentation graphique de la situation qu’elle
ne parvient que tres difficilement & donner. La représenta-
tion la plus significative pour elle est celle-ci:

Tartes
3 s~
4
¥ Desserts
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paraison des modes de représentation de J. et de L.

Alors que le dessin de J. part d’une représentation par-
Tle pour aller vers une représentation globale, L. tente
woujours de faire le contraire.

1. part d’une représentation d’une tarte:

A partir de cette représentation, il représente toute la
lsation:

®®®

Ensuite, il place les nombres:
45

L. dessine donne d’abord une représentation globale :
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Puis il place des nombres sur cette représentation :

454545 45

Dans les deux cas, le dessin ne permet pas de trouver
solution, il suit la résolution.

Apprendre le temps d’évoquer

L. veut aller vite: la lecture du probleme a €été rapide.
Elle se trompe de question et bien qu’elle relise le pro-
bleéme plusieurs fois, elle ne se corrige pas. Elle a une int
tion soudaine de la solution. Ce sont les nombres qui exp
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ment le sens du probléme, mais elle ne peut trouver un
schéma qu’elle puisse associer au probléme, ni d’explica-
tion verbale. Le passage du texte a I'image est laborieux. L.
n’évoque rien & partir des mots, et le temps d’évocation est
si bref qu’il ne lui reste qu’une image tres partielle. Elle est
entitrement tournée vers 1’extérieur et se comporte un peu
comme un réflecteur qui renvoie tout ce qui lui parvient
sans que cela laisse de traces.

Apprendre a construire et a lire des schémas
¢xprimant des relations

Quand elle a évoqué une image, elle ne fait & peu pres
pas de lien avec d’autres évocations qu’elle aurait pu faire.
Chaque évocation reste isolée. On voit donc ce qu’elle
devrait faire pour améliorer son efficacité intellectuelle.
Elle doit apprendre & maitriser son impulsivité et prendre
econscience de I'existence de gestes mentaux pouvant lui
rmettre de s’approprier ce qu’on lui montre, ce qu’on lui
t. Cette prise de conscience et la pratique de ce retour en
elle pour donner du sens a ce qui ’entoure auront comme
nséquence de la rendre moins dépendante de tout ce qui
i est extérieur, plus libre et plus siire d’elle-mé&me. Mais
nouvel apprentissage de 1’évocation devra étre systéma-
ue: L. devra faire des exercices gradués ou elle appren-
ira A reconnaitre les gestes mentaux qui lui conviennent.
Elle devra aussi apprendre a représenter des relations par
es schémas : elle ne manipule mentalement que des repré-
sentations d’objets réels 2. 11 faudra aussi un entrainement
gystématique car I’entrevue a montré que, si elle pouvait
enir & construire et décoder une image exprimant une
jation, cela restait laborieux et lui semblait entierement
yveau.

2. En employant le langage des paramétres, elle a un P1 visuel assez
¢ ¢t un P3 trés faible. 11 ui faut développer lc P3.
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Apprendre 3 évoquer des énoncés en relation
avec des schémas

Il faudra aussi lui donner I’habitude d’associer des énon-
cés a des images. Il faudra partir de ’image puisque c’est
ce qu’elle évoque le plus facilement. Comme elle n’arrive
que trés difficilement 2 associer les mots a I'image, c’est au
moment de 1’évocation qu’il faudra lui faire faire cette
association. A c6té d’un schéma, on écrira son interpréta-
tion. On lui demandera d’abord de mémoriser le schéma,
puis, cela fait, d’associer I'image et I’interprétation &crite.
Ensuite, on pourra lui demander de reconstruire le schéma
puis de le commenter. Il est souvent presque douloureux
pour quelqu’un qui pratique une évocation globale d’avoir
a décrire, a rédiger et plus tard & démontrer. L image prend
toute la place. 11 faut donc lui apprendre a évoquer des rela-
tions entre image et mot. Si 'image seule est évoquée, il
n’y aura que 1’image au moment du rappel.

Les trois points précédents visent a mettre en place les
outils mentaux qui peuvent permettre a L. de pénétrer dans
I’univers mathématique.

CAS 3: LA NECESSITE DE TOUT
RECONSTRUIRE SOI-MEME, PAS A PAS:
DE L’ENONCE AUX CONCEPTS QUI
PERMETTENT DE RESOUDRE LE PROBLEME

K. n’a pu reproduire le schéma qu’en reproduisant
dessin 2 vue. Ensuite seulement, elle a pu le reproduire ¢
mémoire. I1 semble donc qu’elle doive agir pour évoquer
coder la réalité.
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Phase 1: Tentative d’évocation auditive et verbale
"énoncé du probléme

K. écoute I’énoncé et tente de le résumer de cette fagon :
«Dans ce restaurant, on sert la moitié du temps trois
] des tartes aux pommes. Dans cette journée-13, ils ont
servi 130 tartes aux pommes.

= Il y a une question a ce probléme ?

«Non. »

Puis aprés un temps d’arrét

«QOui: combien de tartes aux pommes il y a.»

Je lui demande de relire pour comparer ce qu’elle vient
dire au texte initial. Aprés la relecture, elle résume le
te de la fagon suivante :

«On sert le quart du temps 3/4 de tartes aux pommes,
aussi des desserts au chocolat. Combien a-t-on servi
fartes aux pommes ce soir-1a 7»

On voit qu’il manque encore de nombreuses données.
s son premier résumé, elle parlait de la «moitié du
s». Elle parle maintenant « du quart du temps ». Aussi
Pécoute du texte que sa lecture conduisent a une évo-
incertaine.

+¢ lui demande alors de s’imaginer dans le restaurant et
relire le probleme: elle ne fait pas de gain en ce qui
werne sa compréhension.

L’est donc encore I’échec: se mettre en scéne ne lui per-
. pas une évocation plus précise.

s 2: Evocation a partir de I’écriture de I’énoncé

» lui demande alors de mettre par écrit les éléments les
importants du probléme avec I’énoncé devant elle.
éerit

35 tartes aux pommes et des desserts au chocolat.
‘des desserts sont des tartes aux pommes.

wbien a-t-on servi de desserts ce soir-1a 7»

éléments les plus importants sont bien 1a. En écri-

BIBLIOTHEQUE

SMa-CEDORES-EIAR
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vant le probleme, le sens lui est apparu. Je lui demande si
elle peut me redire le probléme sans regarder I’énoncé. Elle
répond non. Je lui pose des questions sur le nombre de
tartes aux pommes, la proportion de tartes aux pommes et
la question posée : elle répond parfaitement a ces questions.
Elle a d’abord I’'impression qu’elle ne peut réussir ce qu’on
lui demande, ce qui fait qu’elle n’essaye méme pas.

Elle a di écrire pour prendre conscience du sens du pro-
bléme. On notera aussi la certitude qu’elle a de se tromper:
son manque de confiance en elle est le premier handicap
qui lui empéche de faire tout progres.

Elle dit qu’elle peut maintenant passer a la résolution du
probléme.

Phase 3 : Echec de la résolution du probléme
en raison de 'impossibilité de se donner
une représentation de «3/4»

Elle écrit: «3/4, 1/4, 75/100, 25/100 = 100/100 »

«Je ne comprends pas. Qu’est-ce que tu sais du pro-
bléme ?

— 11y a 3/4 de desserts.

— Qu’est-ce que ¢a veut dire ?

— 11 y a plus de tartes aux pommes.

— Tu peux étre plus précise ?

— Il y a 75 tartes aux pommes et 100 desserts au choco-
lat.

— Est-ce que ¢a pourrait étre d’autres nombres ?

—175/200 et 25/200

— Pourquoi tu me dis ¢a ?

— Parce qu’il y a plus de tartes aux pommes que de des-
serts au chocolat.

— Tu peux me donner d’autres nombres ?

— 1/4 et 3/4.

— D’autres nombres ?

— Non. »
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K. rassemble tout ce qu’elle sait concernant 3/4. Elle a
& vagues souvenirs. Elle énonce des nombres ou des frac-
s reliés a 3/4, mais sans aucun lien logique. Elle est

que 3/4 représente plus que 1/4.

«Si on avait 3 tartes aux pommes, combien aurait-on de
aux au chocolat ?
- 1.
— Et si nous avions 6 tartes ?
— 1 encore.
~Et9?
- 1 encore. »
Elle explique que 3, c’est sur 4, 6 c’est sur 7, et 9 c’est
sur 10.
-~ «Et 757
-~ a fait 25 géteaux au chocolat.
- Pourquoi tu me dis ¢a?
- Le 100 pour 100, ¢’est tout ensemble.
- Les 3/4 de 100, ¢a fait combien ?
=~ 75.
—Etles 3/4 de 12?7
-~ 9/12.
- Ce n’est pas un nombre mais une fraction que tu me
nes. Et si je te donne 12 giteaux et si je te demande de
“en donner les 3/4, combien vas-tu m’en donner ?
-~ 9.
- Est-ce que c’est une fraction ?
- ’est des giteaux.
~Et3/4de 8?7
- 6.
- Revenons au probléme: si nous avons 6 tartes aux
mes, combien avons-nous de giteaux au chocolat ?
- Je ne sais pas. »
On peut constater toute I’incohérence de ses connais-
ces. K. n’a pas de représentation de 3/4 qui puisse lui
mettre de résoudre le probleme. Elle n’a a sa disposition
- quelques associations qui n’ont pas de liens entre elles.
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Elle sait simplement qu’elle a déja associé 3/4 a 3 sur 4et
75 sur 100, mais il n’y a pas de lien entre 3 sur 4 et 75
sur 100. Elle ne peut se représenter I’énoncé du probleme
puisqu’elle ne peut s’en représenter un élément essentiel:
«Les 3/4 sont des tartes. »

Phase 4 : Klaboration d’un premier type de
représentation de ’expression «3/4 sont des tartes»

Je poursuis: «On est dans le restaurant, et on a servi
3 tartes aux pommes. Dessine ce qu’on sert:

— Et maintenant 4 nouveaux clients arrivent; que
passe-t-il?

— Il n’y a plus de giteaux dans les cuisines (rires).

— On va dire qu’il en reste aux cuisines. ».

Elle ajoute une ligne a son dessin.

K.: «Ily aura 6 et 2.
— 4 clients arrivent encore. »
Elle ajoute encore une ligne:

K.:«C’est9et3.»
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HMous revenons au dessin qu’elle a fait:
Qu’as-tu dessiné ?
~ Les 4 nouveaux clients et les trois quarts.
~ Sur le dessin, ot estle 3 etouestle 47»
ile montre les 3 tartes aux pommes sur une ligne et
Le 4, y en a pas.
Moi je vois le 4. »
lle regarde de nouveau. Apres quelques instants:
Ah! les 4 desserts.
Pourquoi dit-on 3/4 ?7»
explique sur le dessin le lienentrele 3etle 4. Ilya
aux pommes sur 4 desserts.
lui demande maintenant : « Si nous avons 12 clients ? »
ajoute encore une ligne au dessin:

ombien y a-t-il de desserts ?

B »

a un moyen de construire une représentation de pro--
analogues a celui qui lui est posé.

ws avons abandonné le probléme initial pour en
un beaucoup plus simple que K. savait résoudre :
n'avons plus que 3 tartes aux pommes. Elle peut pro-
ment représenter des problemes plus compliqués:
aux pommes, puis 12, etc. Aucune explication n’est
a K. C’est elle qui fait évoluer les premiéres repré-
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sentations trés simples vers des représentations plus com-
pliquées.

On peut résumer la démarche suivie de cette fagon:

Représentation d’un probléme trés simple, mais ana-
logue au probléme initial.

Complexification progressive du probléme et élargis-
sement de la représentation.

Premiére généralisation de la représentation choisie.

C’est ’éléve qui fait le travail de représentation et
qui associe les diverses représentations.

Phase 5: Représentation mentale numérique des mémes
problémes et premiére généralisation

«Maintenant tu ne dessines plus, mais tu peux regarder
les dessins que tu as déja faits. Il y a 24 tartes aux pommes.
Combien a-t-on de giteaux au chocolat?

—4, non 8.

— Tu es stire ?

— Oui.

— Nous avons 36 tartes aux pommes.

- 16.

— Explique-moi.

— 24 fois 2, ¢a fait 36.»

Elle fait le calcul, prend conscience de I’erreur, mais g
trouve pas de solution.

On peut constater que le travail de représentation qu’elk
a fait a bien induit une évocation puisqu’elle est capable
généraliser jusqu’au moment ol elle fait une erreur de 2
cul. Nous avons changé maintenant le processus de reps
sentation: elle accomplit un travail purement mental.
encore aucune explication ne lui a été donnée. On
demande simplement de se construire une nouvelle rep
sentation A partir de ce qu’elle a elle-méme fait.
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Phase 6: Mise en évidence d’une structure numérique
associée aux représentations précédentes

On écrit maintenant de cette fagon les résultats obtenus :
3 e 1

B 2
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Elle trouve alors 12 géteaux au chocolat et 48 desserts en
tout.

Elle résoudra ensuite tous les problémes qui lui seront
proposés en se reportant au schéma ci-dessus. Le graphique
est donc un outil efficace. Elle I'utilise a bon escient pour
résoudre les problémes qu’on lui pose. Elle démontre une
certaine souplesse 2 cet exercice. Quand elle a 72 tartes aux
pommes, elle choisit 9 parce qu’elle sait que 9 x 8 = 72.
Pour 120, elle prend 12. "

Apres le travail de représentation uniquement mental,
nous revenons 2 une autre représentation de ce qui a ét€ fait
jusqu’a maintenant, une représentation purement numé-
rique dans laquelle nous pouvons mettre en évidence des
relations et une structure. Ce tableau numérique est cepen~
dant rattaché a tout le travail précédent. Il peut donc étre
associé aux tartes, comme aux dessins de phase 4, comme
aux calculs de la phase 5.

Phase 7 : Résolution du probléme initial a partir
des structures précédentes

On revient ensuite au probléme initial: 135 tartes aux

pommes servies. Elle place le 135 en dessous de la pre-
miére colonne.

/3 —p 1Y
X2 X2

/\e — 2"\

X4 9 p 3 X4

\12____,. 4J

135
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Elle choisit alors de relier le 135 au 3 (fleche de gauche),
> divise 135 par 3, trouve 45 qu’elle ajoute a 135 pour
ner le résultat 180. Non seulement elle a pu utiliser la
ure du tableau pour trouver 45, mais elle a pu revenir
probleme concret qu’elle était en train de résoudre,
est-a-dire le nombre de desserts servis ce soir-1a.

Le tableau numérique a donc plusieurs sens maintenant :
une structure exprimée par les fleches et les relations
ériques entre ses divers éléments. Il renvoie aussi 4 une
ion concréte: un restaurant, des tartes aux pommes,
 desserts au chocolat. Si K. a pu résoudre le probléme,
5t parce que ces divers sens €taient mentalement présents
méme temps. C’est cette simultanéité qui permet de
ver la solution. L’essentiel de la représentation mathé-
que consiste donc a se représenter des liens et non pas
. objets. Dans I’approche que nous avons choisie, nous
ons pas expliqué, mais nous avons placé K. dans une
ion ol elle devait construire elle-méme les liens.

tliorer ses capacités d’évocation en passant par
iture, ’action et la reconstruction progressive des
pts

mme dans le cas de J., on a suggéré a K. une
he analogue a celle qui semblait efficace dans le cas
écoute du texte et de la reproduction du dessin: écri-
de I’énoncé, puis évocation immédiate, construction
représentation qui part d’un cas simple et qui se
ique peu a peu, écriture des nombres organisés dans
structure analogue a la représentation spatiale
ite & I’étape précédente. C’est elle qui a di faire les
entre le probleme évoqué, la représentation spatiale et
ture numérique. C’est un principe général. La com-
ension se fait au moment out I’on fait seul le lien entre
représentations différentes. Si on explicitait les liens
deux formes différentes de représentation, cela
drait & Iui demander de les mémoriser au lieu de les
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construire, ce qui revient & transformer en exercice de
mémorisation (mémoriser des liens) ce qui est un exercice
de compréhension (établir et évoquer des liens).

K. est kinesthésique dans le sens ol une évocation
semble passer par une implication physique. Elle doit
écrire, dessiner, construire. Elle n’a pas a ressentir, & s’ima-
giner dans une situation et éprouver certaines sensations
pour amorcer son évocation, comme doivent le faire
d’autres kinesthésiques. Elle doit agir concrétement.

Dans tous les cas, il est essentiel de donner les moyens
d’évoquer 1’énoncé et de se donner une représentation

Dans les trois cas, on voit I’importance de I’évocation
initiale de I’énoncé: J. a pu réussir le probléme parce qu’il
a pris le temps de se représenter longuement, 2 partir de ses
habitudes évocatives. L., impulsive comme beaucoup de
visuels qui veulent trouver immédiatement une solution, s¢
trompe de question. Il faudra plusieurs lectures pour qu’elle
prenne conscience de la question. K. rajoutait des mot-
ceaux de phrase qui rendait le probléme incompréhensible:
«On sert la moitié du temps », puis «On sert le quart du
temps ». La encore le probléme n’a pas été évoqué, méme
s’il était partiellement « récité ».

RESOUDRE UN PROBLEME,
C’EST D’ABORD SE LE REPRESENTER

Résoudre un probléme, c’est d’abord s’en donner une
représentation. On ne commence pas par se représenter &
probléme, puis on le résout, comme on le dit quelquefoi
Le travail de représentation se poursuit tout au long de |
résolution du probléme, jusqu’a ce qu’on reconnaisse
situation déja rencontrée ou que la représentation du pr
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bléme soit telle que sa solution paraisse évidente. Le pre-
mier contact avec le probléme provoque une premiére évo-
cation : c’est ce qu’a fait J. par sa lecture studieuse avec le
projet de se faire des images dans la suite des mots lus.
Mais quand il tente de faire sa division par 4, il ne fait que
se représenter le probléme en quantifiant sa représentation :
on peut séparer en 4 parties les tartes aux pommes. A ce
moment-13, il se rend compte que cette représentation des
tartes aux pommes en 4 parties ne lui permet pas de se
représenter les desserts au chocolat, c’est donc que la
représentation choisie des tartes aux pommes séparées en 4
¢ I'aide pas. Mais une séparation en 3 parties donne une
représentation du probléme qui permet de connaitre le
pombre total de desserts. Trouver la solution, ce n’est que
trouver une représentation dans laquelle la réponse cher-
est particulierement facile a trouver. A une opération
née, correspond une organisation des données. C’est
ette organisation des données qui fait le pont entre une
premiére représentation du probléme et une autre représen-
fation qui va donner la solution.
Le travail effectué par K. pour trouver la solution est un
n exemple du travail de représentation. Elle veut d’abord
rendre conscience des données du probléme, ce qui passe
£ja par une représentation correspondant a sa fagon d’évo-
wer. Elle doit écrire, et pendant I’écriture elle prend
eonscience des mots. Elle doit se représenter trés précisé-
ment un probléme analogue, mais beaucoup plus simple.
. situation qu’elle représente sera progressivement com-
quée, mais de fagon a4 ce qu’elle puisse toujours
nstruire elle méme la représentation. Enfin, elle finit par
istruire une représentation qui va s’appliquer au pro-
iéme posé: le probleéme est résolu.
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La représentation numérique de la forme:

/73— 1N
X2

X2
/‘6 — 2'\

X4 9 .3X4
\12—.»4}

est aussi une représentation du probléme. Ce tableau a une
structure, ¢’est-a-dire qu’il y a une relation entre la disposi-
tion spatiale des nombres et des relations entre eux. Mais
un tableau de ce genre peut aussi représenter le probleme
posé, et c’est cette double caractéristique de ce tableau qui
en fait la richesse et lui confére sa puissance.

Plus on résout de problémes, plus on passe explicitement
de temps 2 se le représenter. Cela a sans doute deux
causes: la premigre est que celui qui résout beaucoup de
problémes sait ’'importance de ce travail de représentation.
La seconde raison est qu’il dispose de nombreuses possibi-
lités de représentations associées a des concepts mathéma-
tiques. Nous dirons qu’il a un langage intérieur beaucoup
plus riche. 11 va donc rechercher, dans cette banque de
représentations, celles qui vont lui permettre de représenter
le probléme de fagon & ce que la solution lui paraisse la
plus évidente possible. Celui qui ne résout que trés peu de
problémes croit qu’une opération, qui lui fera faire I'écono-
mie de la représentation mentale, va 1ui donner la solution.

Le langage intérieur mathématique

K. n’avait pas de représentation utilisable de I’expression
«3/4 sont des tartes aux pommes». Une expression de c&
genre est typiquement mathématique. Elle n’est pas co
rante. On ne peut compter sur «la vie de tous les jours
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pour lui donner un sens. Les représentations que I’on peut
faire d’une telle expression constituent ce qu’on appelle
«le langage intérieur mathématique ». Ces représentations
permettent de faire le pont entre le probléme posé et sa
solution. K. a utilisé deux types de représentations :

1. Une représentation spatiale :
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Si la premiére représentation semble plus prés des objets
concrets, remarquons qu’elle met surtout en évidence une
structure, tout comme la seconde. Ce type de représentation
est ce que nous appelons une représentation mathématique
dont nous précisons les caractéristiques dans la rubrique
«faisons le point».

Enseigner les mathématiques, et en particulier la résolu-
tion de probleémes, consiste en grande partie a donner les
moyens aux éleves de se construire un langage intérieur.
L’ autre élément essentiel de cet enseignement est d’amener
les éléves a se plonger dans le travail d’évocation du pro-
bléme pour s’en donner des représentations successives qui
vont aller 2 la rencontre de leur langage intérieur.

Se donner des représentations, avoir a sa disposition un
ensemble de représentations que 1’on peut tenter d’utiliser,
constituent les fondements de la résolution de problemes.
On stérilise complétement I’activité mathématique en don-
nant trop de «solutions toutes faites» au lieu d’insister sur
la construction de représentations. Il est donc essentiel de
préciser les modalités de ce travail de représentation.

FAISONS LE POINT

Résoudre un probléme consiste a s’en donner des
représentations successives dont certaines peuvent étre
partielles, jusqu’a ce que ces représentations coincident
avec des représentations familiéres qui forment «le lan-
gage intérieur mathématique» de chacun.

Les représentations successives peuvent I’étre parce
qu’elles concernent un probléme plus simple, ou ana-
logue, ou simplement une partie du probléme.

Quand aucune représentation familiére ne corres-
pond aux représentations partielles ou complétes du
probléme, le travail de représentation va se poursuivre
jusqu’a ce que la solution paraisse évidente.

Les représentations successives dépendent surtout de
deux éléments:
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1. les habitudes évocatives, qui déterminent largement
la forme des représentations obtenues - c’est ’objet du
chapitre suivant ;

2. le langage intérieur qui oriente les représentations du
probléme vers des représentations familiéres.

\

Représentation

partielle ou Représentation

col Représenta compléte
dup| partielle o complét]  du probléme
complétd  du proble
du problérn

Langage intérieur Y.

Sur ce schéma, nous avons figuré les représentations successives du
probléme, résultat d’un travail d’évocation. Les représentations intermé-
iliaires se rapprochent des représentations familieres constituant le lan-
gage intérieur mathématique. Une de ces représentations correspond
finalement & une représentation du «langage intéricur mathématique ».
{’est la solution.

Le langage intérieur mathématique est constitué par
des représentations, devenues familiéres, et ayant les
caractéristiques suivantes

1. elles expriment des structures;

1. elles peuvent étre de nature spatiale, verbale ou
pumérique ;

3. elles sont interreliées;

4. elles sont ouvertes ;

5. elles sont complexes pour étre assez riches;

6. elles constituent un langage,

Pour résoudre des problémes, il faut avoir a sa dispo-
sition un langage intérieur mathématique important.
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Apprendre a résoudre un probléme demande donc:
1. d’apprendre a représenter un probléme a travers ses
propres habitudes évocatives;
2. d’enrichir le langage intérieur mathématique.
Ces deux conditions ne sont pas suffisantes.

L’absence ou la faiblesse de I’évocation entraine
Pincapacité a résoudre des problémes

Sans évocation, il n’y a pas de résolution de problemes
possible, car 1’énoncé ne parvient méme pas a la
conscience de celui qui devrait le résoudre. Or, parmi les
éleves en difficulté, nombreux sont ceux qui n’évoquent
pas, soit parce qu’ils ne sont pas en classe dans une situa-
tion ot ils peuvent le faire, soit parce qu’ils ne savent pas
comment évoquer.

L apprentissage de 1'évocation peut étre rapide: c’est le
cas de quelqu’un qui réussit déja dans un certain domaine.
Nous avons donné de tels exemples. Ce peut étre long dans
le cas oii I’évocation est tellement inhabituelle ou partielle
qu’il faudra prévoir une suite d’activités progressives et
systématiques en dehors des cours traditionnels.

Comment développer les capacités d’évocation
des éléves pour améliorer leur capacité de résolution
de problémes ?

Voici deux points a développer pour améliorer les capa-
cités de représentation des éléves éprouvant de grandes dif-
ficultés A résoudre des problémes. Dans la plupart des cas,
il est possible de le faire pendant le cours de mathéma-
tiques. Par contre, dans d’autres cas, il faudra prévoir des
activités spécifiques et systématiques en dehors de tout
cours traditionnel pour développer les capacités d’évoca-
tion quand elles sont particuliérement faibles.

On cherche ici 2 développer des moyens qui vont leur
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permettre d’aborder la résolution de problemes. Ces
moyens ne sont pas suffisants pour résoudre des problemes,
mais ils sont indispensables pour pouvoir commencer a
apprendre a résoudre des problémes. Nous avons observé
que les éleves en difficulté n’avaient pas ces moyens a leur
disposition.

1. Connaitre et apprendre a utiliser ses capacités
d’évocation pour imiter et reproduire 3

Tout apprentissage comporte une part importante de
reproduction et d’imitation. Sans cette capacité a repro-
duire et & imiter méme a court terme, rien ne reste. Repro-
duire veut dire redire un énoncé entendu, un texte lu,
refaire un dessin ou un schéma de mémoire, refaire un
geste vu, reproduire un déplacement. Nous avons vu qu’un
individu peut réussir facilement certaines reproductions, et
en trouver d’autres beaucoup plus difficiles. Le travail
"initiation & la reproduction et a I’imitation doit se faire en
Jation avec la prise de conscience individuelle des bons
gestes mentaux. Cet apprentissage sera réussi si I'éleve est
capable de se donner a la fois I’objectif a atteindre (repro-
duire, imiter), mais aussi les moyens mentaux de
atteindre.

On peut commencer simplement par la mémorisation a
oourt terme de textes, de schémas ou de gestes et d’actions
ans le seul but de les reproduire. 11 faut bien distinguer le
mment ol I’on observe de celui ol ’on fait la reproduc-
, soit les temps de perception, d’évocation, de rappel de
= qui a été évoqué.

1l ne suffit donc pas de donner des techniques, mais il
t aussi que I’éleéve reconnaisse ses propres moyens, les
ilise et les développe. L’éléve doit avoir I'impression de
trouver dans un laboratoire ot il peut expérimenter ses
syens d’apprendre et les développer.

3. En employant le langage des paramétres, il s’agit de développer le
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Le mime, le dessin d’imitation, I’apprentissage de la
danse sont aussi des activités qui obligent I’évocation et qui
permettent d’en comprendre les modalités personnelles.
Ces activités de ce genre peuvent commencer dés la mater-
nelle. On pourra se reporter aux deux livres de Betty
Edward, Dessiner avec le cerveau droit et Vision, dessin,
créativité 4, et au livre de Joélle Gonthier, Dessin et des-
sein 5, pour comprendre ce que peut étre une véritable édu-
cation du regard.

2. Apprendre a évoquer des relations ©

Les mathématiques s’appuient sur un langage particulier
exprimant des relations et des structures. Ce langage fait
appel aux symboles. Un symbole renvoie toujours a autre
chose qu’a lui-méme. Quand on dessine une fléche, cetie
fleche peut indiquer une direction, mais aussi une relation
entre deux objets, une transformation, un lien. Une fleche
peut aussi représenter un concept: on peut représenter ke
temps par une fleche. Il faut donc apprendre a évoquer un
langage symbolique, qui peut étre schématique, mais qui
peut aussi étre verbal. Il faut donc apprendre a charger de
sens des symboles, des mots, des représentations. Les
éleves en difficulté ne pratiquent généralement pas ce genre
d’évocation.

L’imagination, la créativité peuvent €tre des moyen
donner un sens a des symboles et des relations7: a la fi
d’un probléme, on peut inventer des représentations du pr
bleme et de sa solution. Mais on peut aussi imaginer deg
symboles représentant des concepts variés rencontrés pag
exemple en histoire, en économie, en frangais. On pest
aussi expliquer une phrase par un schéma. La phrase

4, Pierre Mardaga éditeur.
5. ESF éditeur.
6. En employant le langage des paramétres, il s’agit de développer
P3. ,
7. En employant le langage des paramétres, on développe le P3
passant par le P4.
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yante, tirée du premier texte (voir chapitre 1) : «II revivait
maintenant trop souvent des moments révolus de son
propre passé, non par regret ou nostalgie, mais parce que
Jes cloisons du temps semblaient avoir éclaté», peut se
représenter de cette fagon:

Passé \;\ T
® emps -

_7 W Présent

On voit que la cloison qui isole irrémédiablement le
passé du présent a éclaté et que le passé se trouve a sub-
werper le présent.

- On peut imaginer d’autres représentations, dont certaines
euvent étre plus ou moins fantaisistes. L'imagerie créée
peut devenir de plus en plus symbolique. Ce travail peut
mmencer dés les premiéres années de 1’école primaire, et
e dés la maternelle.

La création de langage symbolique, de codage, le déco-
= de formules mystérieuses, toutes ces activités concou-
4 donner I’habitude de traduire, de transformer des
ions. Une fois le décodage ou I’encodage effectué, il
en parler, le décrire, faire des liens verbaux avec
sutres codages. Il faut ensuite prendre le temps d’évoquer
codages, c’est-a-dire associer mentalement plusieurs
cons de dire la m€me chose.

Insistons sur I’importance de ces deux types d’évocation.
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La premigre permet simplement de prendre conscience de
la réalité concréte, ce qui est indispensable. La seconde
développe la capacité de représenter symboliquement et de
traduire d’une forme dans une autre, ce qui est indispen-
sable en mathématiques, d’une part pour comprendre le
langage mathématique et d’autre part pour transformer la
forme des énoncés mathématiques. C’est bien souvent en
changeant la forme des énoncés mathématiques que ’on
met la solution en évidence.

MODALITES DE TRANSFORMATION
DES REPRESENTATIONS D’UN PROBLEME

Pour résoudre un probléme, il faut faire évoluer la repré-
sentation initiale vers d’autres représentations plus fami-
lieres. I1 faut donc faire évoluer la premiére représentation.
Les diverses fagons de faire ces transformations correspon-
dent a des stratégies de résolutions différentes. Ces diverses
stratégies sont intimement reliées aux habitudes d’évoca-
tion. Nous allons donner des exemples de transformations
des représentations de divers problémes et en tirer un cer-
tain nombre de lois générales permettant de comprendre les
difficultés d’un éleve et suggérant des méthodes d’inter-
vention adaptées.

Les liens entre les modalités de I’évocation, Ia nature des
représentations obtenues et les stratégies de résolution
de problémes.

La diversité des modalités d’évocation d’un mé€me pro-
bleme va conduire 2 des représentations différentes, donc &
des solutions différentes. L’aide qu’on apporte a un éleve
doit s’insérer dans sa démarche, sinon on brise son €lan et
on lui indique sans le dire que son premier mouvement est
toujours le mauvais. Il ne s’agit donc pas de classer les
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éleves en «auditifs» et «visuels», mais simplement de
reconnaitre des démarches différentes et de faire le lien
entre le mode d’évocation et le choix de la stratégie.

Un éleve dit «visuel » peut utiliser une démarche dite
wauditive » et réciproquement. Quand il le fait, il change
wussi de mode d’évocation.

Enfin, quand on a mis en évidence les caractéristiques de
haque type de solution, on peut imaginer des solutions
wauditives » et «visuelles » au méme probléme, ce qui élar-
git considérablement le champ de la recherche et offre un
éventail de solutions trés intéressant.

Tous les exemples qui suivent sont tirés d’entrevues pas-
sées avec des éléves de la fin de ’élémentaire et du début
Ju secondaire (9-14 ans).

Probléeme 1

Le probléme est de déterminer le nombre de petits cubes
rontenus dans ce solide: le solide est plein et il est traversé
de deux tunnels, I'un vertical et I’autre horizontal.
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La premiere difficulté est de se donner une représen
tion mentale de ce solide, représentation qui n’est pas obi:
gatoirement la photographie mentale de la représentation
ci-dessus.

Evocation verbale

L’évocation verbale s’appuie sur des descriptions, des
actions faites ou imaginées et s’inscrit dans le temps. U
premiére évocation verbale peut consister a raconter co:
ment construire ou démonter le solide. Par exemple
démonter ce solide, je dois d’abord enlever une premi
plaque, horizontale, ensuite une seconde plaque et une t
sigme. Ces trois plaques sont identiques et je peux
représenter :

L L L L L L

Ensuite je vais démonter le solide en enlevant dey
plaques identiques & celle-ci:

On va poursuivre le démontage en enlevant les de
plaques restantes qui sont les mémes que les premieres.
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Au lieu de raconter comment démonter le solide, on peut

contraire raconter comment construire le solide. On

suie donc sur un algorithme qui permet de «voir» cha-
des piéces du solide.

Woici une autre facon d’évoquer verbalement le solide:
imagine le solide plein et j’imagine que I’on creuse le

1 vertical. J’enléve 4 cubes a chaque plaque verticale.
imagine ensuite que je creuse un tunnel horizontal. Je
ence par enlever 6 cubes 2 la premiére couche verti-
., puis 6 cubes 2 la seconde. On n’enléve plus que
cubes aux deux suivantes, et on recommence a enlever
cubes aux derniéres couches verticales.

seations visuelles du méme probléme géométrique

On peut se contenter de décrire le solide sans imaginer
ane action: «Dans ce solide, il y a deux tunnels. Ces
els se croisent et il y a 13 un probléme. Il est possible
déterminer le nombre de cubes communs a ces deux
Is. Une formule donne le nombre de cubes du solide
#in. I1 est possible aussi de calculer le nombre de cubes
espondant & chaque tunnel et le nombre de cubes qui
communs 2 ces deux tunnels. Un peu de logique don-
2 1a réponse. »

Cette facon de décrire le solide, neutre et apparemment
jective », n’est souvent que le résultat de manipulations
itales, souvent visuelles.

1’évocation visuelle ne se place pas dans le temps: un
suel va dire que le puits vertical est obtenu en enlevant
colonnes de 8 cubes et que le tunnel horizontal est obtenu
 enlevant 6 barres de 5 cubes, mais il n’imagine pas qu’il
ve d’abord les colonnes verticales, ce qui fait que les
res horizontales sont intactes. Le probléme des cubes
ymmuns aux deux tunnels sera envisagé ensuite. Un éleve
itif, s’il dit que les quatre colonnes verticales sont enle-
es, en tient compte quand il parle ensuite des barres hori-
mtales qui se trouvent alors modifiées.
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Voici une autre fagon d’évoquer le solide. Le solide est
éclaté: celui qui I’évoque de cette fagon n’imagine aucun
mouvement, aucune transformation. 11 a toujours tout le
solide sous les yeux. L’évocation consiste simplement &
distinguer des pames dans ce solide pour que la vue glo-
bale puisse mieux s’exercer.

Certains auditifs se donnent une représentation trés voi-
sine: ils imaginent que les «murs de c6té du tunnel horis
zontal s’effondrent». Il ne reste plus qu’un solide avec un
seul tunnel vertical. On calcule facilement le nombre de
cubes nécessaires. 11 suffit ensuite d’ajouter les cubes ser-
vant a la construction des parois latérales.
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Voici une autre évocation visuelle du méme solide :
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Simplement en plagant une croix sur certains faces des
cubes, on met en évidence deux sortes de colonnes: 'une
formée de 6 cubes et les autres de 6 cubes seulement.

AVANAVAVRANA VAN

La figure ci-dessus précise pour ceux qui ne I'auraient
pas vu que, sous une croix, il y a une colonne de 6 cubes et
que lorsqu’il n’y a pas de croix, il y a 8 cubes. Il suffit donc
de compter les croix et de multiplier par 6, et de compter
les faces apparentes sur le dessus du solide et de multiplier
par 8. La croix met en évidence une différence entre deux
types de colonnes. Le temps n’intervient plus, au contraire,
tout apparait en méme temps. La solution constitue un rac-
courci.

Une évocation visuelle conserve tous les éléments du
probléme sans faire intervenir le temps. Elle consiste sou-
vent A rajouter des éléments sur la figure pour mettre en
évidence des éléments communs ou des différences comme
dans le dernier cas: la petite croix met en évidence une dif-
férence entre deux types de colonnes.

Reprenez maintenant chaque type d’évocation du solide
et, A partir de 13, faites le calcul donnant le nombre de petits
cubes composant le solide: vous aurez chaque fois un cal-
cul différent. Dans les cas des décompositions verbales,
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chaque étape du calcul va correspondre a une étape de la
décomposition du solide: sur la premiere plaque, il y a
32 cubes, sur la deuxiéme couche il y a aussi 32 cubes, etc.
Dans le cas d’une décomposition visuelle, le calcul va
s’appuyer sur le comptage et sur des relations visibles
«d’un seul coup d’eil ». Dans le dernier cas, on compte le
nombre de croix (13) et le nombre de faces non marquées
{13). On adonc (13 x 6 ) + (13 x 8) petits cubes.

Les enseignants utilisent souvent des formules pour trou-
ver le résultat et tendent a imposer cette fagon de faire a
leurs éleves. Or le travail d’évocation que nous venons de
décrire est indispensable pour s’approprier le solide et lui
donner une structure. Si on court-circuite cette étape, on se
coupe du sens. Les formules peuvent étre utilisées, mais
apres, pour accélérer le calcul.

Le processus d’évocation consiste dans un premier
temps 2 se donner avec le plus de précision possible une
représentation mentale d’un objet externe. Comme on peut
le constater sur I’exemple précédent, la nature de 1’objet
externe ne conditionne pas absolument les modalités de
Vévocation. Nous sommes ici en présence d’un objet géo-
métrique qui peut étre évoqué verbalement aussi bien que
visuellement. Les habitudes évocatives de celui qui évoque
vont d’abord déterminer les modalités de I’évocation beau-
coup plus que la nature méme de I’objet évoqué. D’autre
part, la solution au probléme va dépendre directement de
I’évocation qui en est faite. Il est donc impossible d’abor-
der les «stratégies de résolution de probléme» sans tenir
compte des habitudes évocatives de ceux qui les résolvent.
L’exemple précédent met en évidence une différence
d’une importance capitale selon les modalités de I’évoca-
tion: le role assigné au temps par celui qui pratique une
évocation visuelle ou une évocation auditive.
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FAISONS LE POINT :

Indépendamment de la nature du probléme:

- On peut évoquer en se placant dans le temps, en
traduisant sous forme d’actions, de processus. On ima-
gine que I’on agit, que I’on transforme. Nous dirons que
ce type d’évocation est verbal ou auditif.

- On peut aussi évoquer en se placant dans Pespace.
On compare, on met en évidence des différences, on
tente de placer toutes les données sur la méme figure
pour tout voir d’un seul coup d’eeil, on effectue une
réorganisation spatiale. Nous dirons que ce type d’évo-
cation est visuel.

EXEMPLES DE RESOLUTIONS
VISUELLES ET VERBALES

Probléme 2

Des jeunes font un spectacle et vendent des billets. Cer-
tains de ces billets valent 3 $, d’autres 4 $. Le montant de
la vente est de 78 $ et ils ont vendu 22 billets. Combien
ont-ils vendu de billets 44 $ et de billets 45 $ ?

Solution verbale

Une premiére évocation verbale du probléme va consis-
ter a prendre conscience du déroulement temporel des
actions: I’éleve, s’il se situe en premiére personne, peut
s’imaginer vendeur de billets. Il vend des billets sur fe
comptoir, certains valent 3 $, d’autres 4 $. Des clients arri-
vent et achétent I’un ou 'autre des billets. L’éléve imagine
cette scéne et se la raconte. Ensuite, il va associer les
nombres 22, 3, 4 et 78 au probléme qui est maintenant bien
évoqué sous la forme d’une petite séquence. Les relations
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tre les nombres intervenant dans le probléme découlent
- la séquence temporelle évoquée. C’est le contexte qui
induit le sens.

Un type de solution verbale consiste a se donner un
sombre de billets vendus a 3 $ et un nombre de billets ven-
a 4 $, a évaluer le résultat et a le modifier peu a peu
r parvenir au résultat. La difficulté provient du fait que
» nombreux éléves vont continuer & procéder empirique-
nt, faire des essais jusqu’a ce qu’ils tombent directement
- la solution.

_ Par exemple, ils vont commencer par imaginer que
10 billets 2 4 $ ont été vendus. Si 10 billets 2 4 $ ont été
wendus, il faut que 12 billets & 3 $ soient vendus : le montant
gbtenu est alors de 76 $, ce qui est insuffisant. Ils vont tester
mne autre hypothése. Il faut obtenir un montant plus €levé, il
donc plus de billets & 4 $, essayons 14: 14 x 4 = 56 et
x 8 = 24, le total fait 80, ce qui est trop, etc., jusqu’a la
#écouverte du bon montant.

Cette démarche demeure largement empirique : comment
ader un éléve verbal & se comporter plus logiquement ?
de ses difficultés provient de ce qu’il utilise souvent
mal la feuille de brouillon et qu’il n’en retient que la
te partie qu’il est en train d’écrire. Il écrit d’ailleurs un
n’importe comment sur cette feuille, a droite, a gauche,
n haut, en bas. Il ne fait donc pas facilement le lien entre
-qu’il écrit & deux moments différents. Il va souvent
blier une donnée importante en route, par exemple le
wmombre total de billets vendus. Ou encore, il va transformer
e probleme et en résoudre un autre. Il faut I’aider a faire
rapprochements tout en respectant 1’approche itérative
est la sienne.
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On peut lui conseiller de remplir un tableau:

B 4 3 M

22 20 2 86

Il va commencer par un nombre qui lui paraft raison-
nable: ici 10 billets a 4 $. Beaucoup vont remplir ce
tableau sans faire de liens entre chaque ligne. Ils ne peu-
vent pas faire de liens s’ils font varier a la fois tous les élé-
ments du tableau. On peut leur conseiller de bloquer une
variable, par exemple le nombre de billets (22). Cela fait,
on fait une autre tentative. Un autre conseil est de faire
varier assez peu une variable et de comparer les deux mon-
tants correspondants.

B 4 3 M
22 20 2 86
21 1 87

11 faudra peut-€tre d’autres tentatives pour constater que
le montant augmente avec le nombre de billets 44 $. On va
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donc faire diminuer le nombre de billets de 4 $ vendus pour
s'approcher pas a pas de la solution.

B 4 3 M
22 20 2 86
22 21 1 87
22 15 7 81
22 14 8 80
22 13 9 79
22 12 10 78

Sur un tableau, certains vont voir qu’en remplagant un
billet 2 4 $ par un billet a 3 $, le montant total va diminuer
de 1 $. Or, avec 20 billets 2 4 $, il y a 8 dollars de trop. Il
faut donc avoir 8 billets de moins a 4 $, soit 12 billets. Le
raisonnement devient iogique.

Certains éleves auditifs vont d’ailleurs s’intéresser beau-
coup plus a la recherche d’une méthode de résolution
logique et générale plutdt qu’au résultat lui-méme. On
retrouve 1a cette caractéristique de nombreux éléves audi-
tifs de s’intéresser plus a I’aspect théorique qu’au résultat
numérique. Pour eux, la «vraie» solution au probléme ne
sera pas le résultat numérique mais la démarche logique qui
peut y conduire. IIs se placent dans la situation d’un pro-
grammeur qui ne cherchent pas la situation particuli¢re
d’un probléme, mais une démarche programmable telle que
 Vordinateur pourrait résoudre le probleme. La solution
n’est pas numérique, mais c’est un algorithme. Dans le cas
qui nous occupe, on aurait I’algorithme suivant:

— choisir un nombre de billets de 4 $ vendus;;
— en déduire le nombre de billets de 3 $ vendus;;
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— calculer le montant total ;

— calculer la différence avec 78 $ ;

— si la différence est positive, échanger un nombre égal &
cette différence de billets de 4 $ pour des billetsde 3 § ;

— si la différence est négative, échanger un nombre égal &
cette différence de billets de 3 $ pour des billets de 4 §$.

Cet algorithme se caractérise par le fait qu’on choisit une
solution au hasard et que I’on se rapproche ensuite de la
solution pas a pas, mais le plus vite possible. De nom-
breuses méthodes développées en calcul numérique procé-
dent de cette fagon. Il ne s’agit donc pas de mauvaises
facons de résoudre un probléme, bien au contraire.

On peut maintenant représenter visuellement I’algo-

rithme précédent:

Chaisir un nombre de billets de 3
vendus

En déduire le nombre de billets de 4

Y

Calculer le montant fotal
L

Soustraire de 78

NON Oul

différence positive?

Echanger un nombre Echanger un nombre
égal a cefte différence égal & cetie différence
de billets de 4 pour de billets de 3 pour
des billels de 3 des billets de 4
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’est un schéma auditif qui représente instantanément un
ulement d’action matérialisé par les fleches et les
ix possibles.

Bien souvent, les éléves oublient le contexte pour ne gar-
que des nombres: 3, 4, 22, 76. Autant cette abstraction
les visuels a se placer dans un contexte intemporel,
t cette désincarnation trouble les auditifs et les
nduit & avoir un comportement mécanique et absurde.
Ce genre de solution ne convainc pas du tout le visuel,
répugne a partir un peu au hasard de cette fagon, et sur-
qui trouve ce type de solution trop long. Si on lui a dit
aravant que c’est ainsi qu’il faut procéder, il le fera sans
pute, mais c’est une méthode vers laquelle il n’ira pas lui-
méme.

ution visuelle

’Vo

ici une démarche suivie par de nombreux éleves
Is.

Apres avoir rapidement évoqué visuellement des billets,
local, il va vite résumer le probléme devant lui: 3 §, 4 §,
billets, 78 $.

Tres vite le contexte va disparaitre et il ne restera plus
des nombres: 3, 4, 22, 78.

Woici un exemple de résolution : P. cherche a voir la solu-
n, le plus rapidement possible. II écrit:

3x22=066 > 78

12x4=48—>30 10x3

12a4,10a3

i1 donne la réponse et est incapable d’expliquer pour-
, car ¢a lui est venu «tout d’un coup ».

1l a commencé par faire un calcul 3 x 22 = 66. Il ne pense
: plus a des billets, mais il ne voit que des nombres. De
lecture de I’énoncé, il a gardé qu’il faut trouver 78, mais
Jjustification de cette nécessité a déja disparu.
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11 manque 12 pour aller a 78. 11 fait le calcul 12 x4 =
et ajoute 10 x 3 parce qu’il obtient 78 de cette fagon.
calcul 12 x 4 est un essai qui ne se justifie pas par un
sonnement. Le 12 était 13, il s’en est servi. Il a trouvé
solution parce qu’il avait devant lui tous ces nombres et il &
tenté de les agencer de fagon a tomber sur la solution.

La disparition du contexte dans I’esprit de P. fait qu’il ;
lui reste que des relations numériques, d’oit sa difficulté
revenir au probleme.

Le schéma suivant correspond tout a fait a 1a méthode
résolution visuelle du probléeme:

x4l xal

11 s’agit simplement de placer dans les carrés
nombres qui conviennent. On voit d’un seul coup tous
nombres et la structure générale. On peut faire appel a @
considérations sur la parité (il faut que le facteur de 3
pair). Comme 78 n’est pas un multiple de 4, le facteur de
n’est pas un multiple de 4. La recherche de la solution
d’une nature totalement différente de la recherche auditi

Un moyen d’amener un visuel a pénétrer le sens du pe
bleme est de placer devant lui les trois schémas suivants
de lui demander d’observer les différences:
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En comparant les trois tableaux, on voit que si I’on aug-
ite de 1 le facteur de 4, on diminue de 1 le facteur de 3
2t on augmente de 1 le résultat. Ce tableau ne référe a
awcune réalité, aucun contexte. I1 n’y a plus qu’une struc-
W numérique que 'on explore. Une fois cette structure
en évidence, il faudra revenir au probleme réel et faire
lien entre ce probléme et la structure numérique.
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LLa caricature de Péléve auditif et de P’éléve visuel
en train de résoudre un probléme

Jouons a donner les caractéristiques d’une évocation
visuelle et d’une évocation auditive: bien siir, ces deux
descriptions ne doivent pas étre prises comme absolues,
c’est pour cela que nous parlons de «caricature ». Cepen-
dant, la probabilité est forte que vous ayez dans une classe,
quel qu’en soit le niveau, des éleves fort prés de ces deux
descriptions. ,

11 serait absurde de vouloir attribuer a une personne don-
née toutes les caractéristiques visuelles ou auditives que
nous allons mentionner. Ce serait imposer une classifica-
tion abusive, figer un individu dans un carcan insuppor-
table et irréel. Par contre, avoir en téte une telle classifica-
tion, savoir qu’on doit respecter ces deux types d’individus
tellement différents, conduit a étre a I’écoute de autre et &
respecter les différences. Il faut les considérer comme des
données a partir desquelles il nous faut bien construire une
pédagogie qui fasse évoluer les uns et les autres.

Tout probléme peut &tre abordé sous un angle auditif ou
sous un angle visuel. A partir des caractéristiques des deux
types de solutions, on €largit largement les méthodes
d’approche et de résolution.

L’éléve auditif et la résolution de problémes

L’évocation auditive ou verbale est séquentielle et s’ins-
crit toujours dans le temps. Celui qui évoque auditivement
ou verbalement a besoin de temps pour envisager tous les
aspects du probléeme. Il commence par structurer le déroule-
ment du probléme dans le temps. Il n’a pas peur des solu-
tions qui vont demander du temps, qui vont le conduire pas
a pas vers la solution. Il trouve des solutions de type itératif.

Il va accepter I’erreur assez facilement comme étant ;
marque d’un apprentissage incomplet. I va aimer avoir
I’énoncé du probléme sous les yeux pour prendre tout le
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femps qu’il faut pour en extraire le sens. Si on exige une
lution immédiate, on le déstabilise et il risque de s’enfer-
er dans une sorte de mutisme. II faut lui donner le temps
y arriver. Il s’intéresse peu aux détails, peu a la forme,
ais au fond, au sens, aux idées. Il va donner beaucoup
importance au contexte dans lequel sont situés les pro-
emes. I1 va accepter d’agir et de réfléchir ensuite sur cette
on. A partir du concret, il va aimer construire une théo-
Celui qui évoque auditivement veut se donner lui-
me sa stratégie de résolution du probléme: il va écouter
s explications et vos suggestions avec I’intention d’en
sire a sa téte. Par contre, de parler sur un probléme va
amener a en prendre conscience. Le simple fait de racon-
le probléme 2 quelqu’un d’autre lui permet souvent
amorcer la solution. Quand un auditif vient vous deman-
er une explication en vous disant qu’il ne comprend pas,
andez-lui de vous expliquer ce qu’il ne comprend pas.
commence et tout d’un coup au milieu du discours, il
s dit: Ah oui, ¢a y est! Il vous dit merci et s’en va:
urtant vous n’avez rien dit !

On I'aide en lui donnant des moyens d’ordonner sa
arche, d’améliorer la présentation des données, en lui
1ant un vocabulaire précis.

¢léve visuel et la résolution de problémes

L’évocation visuelle cherche 2 se situer dans le présent
ignore le déroulement du temps. Le visuel attend qu’on
présente toutes les données d’un probleéme, de facon la
s schématique possible. Il devra apprendre 4 rassembler
r une méme figure toute I’information obtenue au cours
la résolution du probléme.

Au lieu de déduire, le visuel va faire des rapprochements
encore mettre des différences en évidence. Une solution
nandant de nombreuses étapes le rebute. Il cherche des
ourcis.
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Au début d’un cours, il faut lui en donner le cadre, don-
ner des repeéres, montrer ot I’on va.

11 veut des exemples, des solutions & court terme. Il veut
qu’on lui donne des techniques rapides de résolution des
problémes sans avoir besoin d’en connaitre la raison. Ii
préfere souvent savoir appliquer qu’expliquer. Un visuel
demandera une explication rapide, donc orale bien que cela
puisse paraitre paradoxal. Avant méme la fin de I’explica-
tion, on le voit de nouveau tenter d’exhiber la solution.
Ensuite, il va revenir et demander a voir! Il veut agir et
trouver la solution tout de suite. L’échec lui fait mal et il ne
le supporte pas.

11 va masquer ses erreurs et est peu porté a les considérer
comme une occasion de réflexion. Il va attacher beaucoup
d’importance aux détails. Il peut paraitre extrémement
bavard: parler ne ’aide pas & trouver une solution, mais
simplement décrire ce qu’il voit, ou a donner le change et
masquer son inquiétude. Les mots ne I’engagent pas et, aux
oreilles d’un auditif, il peut quelquefois donner 1’impres-
sion de dire n’importe quoi ! En classe, il a tendance a étre
«bavard » et a interrompre un cours pour réagir immédiate-
ment.

Quand il ne trouve pas tout de suite la solution a un pro-
bléme, il vient vous dire: je ne comprends rien, en insistani
sur le rien. Demandez-lui alors de faire un schéma qui va
vous permettre de comprendre visuellement ses difficul
11 faudra sans doute I’amener a voir un lien qui lui écha;
Iui donner un exemple ou un contre-exemple. Une fois &k
travail fait, il n’aura pas envie de revenir sur ce qu’il vie
de faire et de dégager des principes plus théorig
contrairement & I’auditif. Il veut passer & autre chose.
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FAIRE ET SE REGARDER FAIRE
LE DIALOGUE ENTRE I’ORGANISATEUR ET
L’EXECUTANT

Ceux qui résolvent des problémes reconnaissent en eux
gX personnages :
«~ Le premier a des connaissances. Il sait calculer, connait
#s techniques, sait résoudre des exercices. Il sait refaire,
0 uire : c’est I'exécutant.

- Le second oriente le travail, I’organise, décide, évalue
s résultats obtenus. Il pose des questions. 11 se voit faire,
 juge, s’évalue. Il connait les moyens dont il dispose et
che & les développer: c’est I’organisateur.
Trés souvent, I’exécutant prend toute la place. 11 survole
énoncé pour commencer a exécuter des calculs. 11 veut
iner trés vite et, parvenu a la fin du calcul, ne pense
‘me pas a prendre en compte la vraisemblance de ses

Un organisateur sans exécutant est impuissant: il ne peut
yver aucun résultat, n’a aucun savoir-faire.

5i on reprend 'entrevue de K., on constate que I’organi-
teur est absent chez elle. Alors I'enseignant lui pose des
stions : il supplée cette absence par ses questions qui
ntent son action. 11 lui donne une ligne de conduite. 11
> le 16le de I’organisateur. Mais s’il se borne a jouer ce
sans amener 1’éleéve a prendre conscience de ce person-
e et de 1a nécessité de ’intégrer, les progres en résolu-
. de problemes resteront faibles, méme si I’exécutant
des prouesses.

‘prganisateur désire se connaiftre: il veut savoir com-
il fait pour apprendre, pour mémoriser, pour com-
ndre. C’est donc I’organisateur que ’on développe a
des exercices de gestion mentale décrits dans les pre-
s chapitres. 1l prend conscience de ses moyens.

iyant ces connaissances en lui méme, il les utilise quand
faut. Au moment de la lecture de I’énoncé, c’est lui qui
ide de faire la lecture de I’énoncé jusqu’a ce que la




198 / Gestion mentale et mathématiques

compréhension se fasse. C’est 1’organisateur en J. qui lui a
fait écouter, puis écrire, puis redire, puis transformer le
texte en images avant d’entreprendre la résolution du pro-
bleme. C’est 1’organisateur qui décide qu’il faut souvent
lire tout I’énoncé avant d’entreprendre la recherche de la
solution de la premiére question.

L’ organisateur a  sa disposition une banque de questions
et de fagons de faire, disons d’heuristiques, pour aborder la
recherche d’une solution. Voici quelques exemples de ces
questions:

— Est-ce que je peux trouver une représentation spatiale
de ce probleme ? (Voir les caractéristiques des représenta-
tions visuelles.)

— Est-ce que je peux trouver une représentation verbale
de ce probléme ? (Voir les caractéristiques des représenta-
tions verbales.)

— Est-ce que j’ai déja rencontré un probléme semblable ?
En quoi ce probleéme était différent ? .

— Sur quel sujet porte ce probléme ? Qu’est-ce que je sais
de cette question? (Cette question renvoie aux connais-
sances de celui qui résout le probleme et la représentation
de ces connaissances. C’est ’objet de la seconde partie de
ce livre.)

— Si je n’arrive pas 2 résoudre le probléme posé, est-ce
que je peux imaginer un probleme plus simple que je pour-
rais résoudre et qui me donnerait des idées pour résoudre le
probléme principal ?

— Si je n’arrive pas a résoudre ce probléme, est-ce que je
peux en trouver d’autres représentations analogues ?

— Est-ce que je peux faire des essais, tenter des simula-
tions 7

— Comment organiser les simulations pour en extraire
des relations ? ~

— Quelles sont les variables que je dois bloquer, com-
ment faire varier les autres ?

— Comment organiser les données pour les rendre plus
claires ?
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- Est-ce que je peux voir tout ¢a autrement, d’un point
de vue radicalement différent ? Est-ce que je peux reformu-
Jer le tout d’une facon toute personnelle ?

~ Le probléme étant résolu, est-ce que je peux dire ou
schématiser ce que j’ai fait? A quel moment ai-je eu des
difficultés ? Comment ai-je fait pour les surmonter ?

- Comment les autres ont-ils fait ? Est-ce que je pourrais
faire comme eux une autre fois ?

Chacune de ces questions doit &tre adaptée par celui qui
va devoir se les poser a ses habitudes évocatives et aux
gestes mentaux qu’il effectue le plus facilement et le plus
efficacement. A ces questions, d’autres viendront s’ajouter
au fur et 3 mesure que I’expérience s’enrichit. Ces ques-
tions ne font qu’exprimer des projets particuliers que
Porganisateur envisage successivement.
Faire des progres dans le domaine de la résolution de
probleme, c’est former consciemment le projet de résoudre
un probléme et I’adapter a ses habitudes évocatives. Ce
projet doit étre précis dans ses modalités. C’est un projet en
perpétuelle évolution. C’est le projet encore une fois, qui
va faire en sorte que les connaissances et les capacités
potentielles puissent s’exprimer, s’organiser et s’actualiser.
Pour que ce projet prenne corps, il faudra que tout ce que
mous venons de décrire devienne peu a peu conscient et
libéré. Il va donc falloir en parler, nommer I’exécutant et
Vorganisateur, et consacrer du temps et de 1’espace 4 1’édu-
cation de chacun de ces deux personnages.
_ Voici une fagon de procéder en classe. On peut demander
#ux €leves d’avoir un cahier dans lequel ils vont noter tout
e qui concerne «1’organisateur». En particulier, ils indi-
ront:
-~ Comment ils font pour évoquer, comment ces habi-
mdes évocatives évoluent, comment elles peuvent s’enri-
ir 7
~ Quel est le projet global qu’ils poursuivent ? Est-ce un
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projet de «faire», d’acquérir une compétence, un projet
«d’étre » 97

~ Comment doivent-ils faire pour s’approprier un
énoncé ?

— Quelles sont les questions qu’ils doivent se poser tout
au long de la résolution du probléme ?

~ Quelles sont les méthodes de résolution de probléme
réutilisables ?

- Ou se trouvent les difficultés, leur forme, leur nature,
leur domaine ?

— Comment procéder pour apprendre une lecon de
mathématique, la méthode, I’évocation ?

— Comment procéder pour comprendre une notion nou-
velle en mathématiques ?

Ce cahier est personnel. On doit y revenir assez souvent
pour que se forme I’habitude de se regarder travailler, de
prendre conscience de fagons de faire et des différences
individuelles, et d’apprendre des méthodes autant que des
résultats.

FAISONS LE POINT

Résoudre un probléme consiste en s’en donner des
représentations successives a partir d’une chaine évoca-
tive qui est propre a chaque individu. Un probléme est
résolu quand on réussit a obtenir une représentation
qui rende la solution évidente ou qui corresponde a une
représentation familiére.

Ces représentations familiéres concernant les mathé-
matiques forment «le langage intérieur mathéma-
tique ».

Les représentations peuvent étre de natures verbale,
itérative et procédurale. Elles peuvent étre aussi de
nature imagées, spatiale et globale.

9. Voir le chapitre 2, p. 63.
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On a tendance a choisir la nature de la représentation
en fonction de ses habitudes évocatives.

Pour résoudre un probléme, il faut apprendre a utili-
ser et améliorer ses capacités d’évocation dans deux
domaines:

- En apprenant a reproduire et a imiter, donc a amé-
liorer les capacités évocatives correspondantes en évo-
quant des images, des textes entendus ou lus, des actions
et des déplacements 10,

- En apprenant a donner un sens a des représenta-
tions symboliques, donc en évoquant des relations
quelle que soit la forme dans laquelle elles sont expri-
mées 11, L’imagination et la créativité peuvent étre des
moyens de le faire.

Parfois, dans les cas les plus difficiles, ce n’est pas
dans le cours de mathématiques que Pon peut faire ce
travail, mais en dehors, a partir d’activités graduées et
spécifiques.

Pour résoudre un probléme, on doit faire évoluer une
représentation donnée vers une autre représentation. Il
faut systématiquement apprendre a créer, reconnaitre
ou utiliser des représentations analogues, équivalentes,
plus ou moins abstraites, de natures différentes, corres-
pondant a des chaines évocatives diverses. La encore, il
sera nécessaire d’utiliser des activités appropriées.

Résoudre un probléme nécessite pour celui qui le fait
la détermination d’une ligne de conduite, d’un plan
d’action. Il faut donc que deux personnages dialoguent
a Pintérieur du méme individu : Porganisateur et ’exé-
cutant. L’organisateur a une bonne connaissance de lui-
méme, cherche a Paméliorer et pose des questions tout
au long de la résolution du probléme. Il a un projet et
connait Pimportance de la chaine évocative et des
représentations dans la résolution des problemes.

10. En employant le langage des paramétres, on développe le P1.
11. En employant le langage des paramétres, on développe le P3.
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L’organisateur s’éduque au méme titre que I’exécu-
tant. La prise en compte du processus personnel de
représentation est le point de départ de «I’éducation de
Porganisateur ».

L’organisateur considére la résolution d’un probléme
comme un domaine ou il peut réaliser un certain
nombre de projets dont il est conscient. Ces projets
structurent son action.




VI

Les objets mathématiques,
leur évocation et la compréhension
en mathématiques

Chaque discipline a des caractéristiques qui lui sont
propres. On n’apprend pas la littérature ou [’histoire
gomme les mathématiques, tout simplement parce que les
wvbjets avec lesquels on doit se familiariser sont de natures
différentes. De nombreux éleves échouent en mathéma-
tigue malgré des efforts importants parce qu’ils procédent
de la méme fagon pour chaque discipline. La méthode peut
fort bien convenir & la géographie et conduire 2 ignorer
eompletement la nature des objets mathématiques. Les
méthodes générales de la gestion mentale peuvent méme
pgraver des difficultés en raison méme de leur efficacité.
intériorisant encore mieux des objets nuisibles a4 une
préhension mathématique, on va s’éloigner encore plus
du sens de Pactivité mathématique: associer par
.emple de facon exclusive la pointe de tarte et la fraction
wut bloquer toute compréhension ultérieure. La gestion
ntale ne peut étre efficace qui si elle porte sur les objets
mant un sens a la discipline étudiée.

ORES-EIAS
L
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Apprendre les mathématiques, c’est apprendre a regarder
comme un mathématicien, & parler comme un mathémati-
cien, a se représenter les choses comme un mathématicien,
a agir comme un mathématicien, bref tout ce qui différen-
cie les mathématiques des autres disciplines. Un physicien,
un chimiste ne regardent pas, n’agissent pas de la méme
fagon. Quand un physicien pose un probléme a un mathé-
maticien, ce dernier doit commencer par le traduire dans
son langage, a partir des concepts qu’il connait.

En mathématique, nous pouvons distinguer trois
niveaux:

1. les objets mathématiques;

2. la langue mathématique ;

3. les représentations mathématiques.

LES OBJETS MATHEMATIQUES

Ce sont des objets mentaux dans le sens ol ils ne se
confondent avec aucune représentation concréte. Un trait
suggere la notion de droite, mais n’en n’est pas une repré-
sentation fidele. Une fléche est souvent associée & une
fonction, mais une fonction ne peut pas se représenter, ne
se voit pas, c’est une idée. Un triangle n’a pas non plus
d’existence concréte. Quand on dessine un triangle au
tableau, c’est pour parler d’un triangle idéal qui seul a une
existence mathématique. Le point qu’on représente au
tableau cache le point réel tout en le mettant en évidence.
Le mathématicien, méme le mathématicien en herbe,
regarde les objets concrets pour reconnaitre des objets
mentaux qui sont avant tout des propriétés et des concepts.
Ce regard particulier sur le concret est une évocation parti-
culiére, I’évocation du mathématicien.
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L’EVOCATION MATHEMATIQUE OU
L’(EIL DU MATHEMATICIEN

Pour illustrer cette différence entre I’objet concret et
I’objet mathématique, prenons I'exemple du parallélo-
gramme.

Ces quatre dessins représentent un parallélogramme pour
le «spectateur », ¢’est-a-dire pour celui qui tente de recon-

ABCD est un parallélogramme

naitre les objets a partir de leur aspect extérieur. Le mathé-
maticien, lui, ne verra pas de parallélogramme sur le pre-
mier dessin, il en verra un dans les cas 2 et 3, il n’en verra
pas dans le cas 4.

Le mathématicien ne verra un parallélogramme que s’il
reconnait certaines propriétés qui lui permettent d’affirmer
qu’il s’agit d’un parallélogramme. Voici par exemple deux
cas oil le spectateur non mathématicien ne verra aucun des-
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sin évoquant un parallélogramme alors que le mathémati-
cien, lui, en verra un.

c B c ABIDC

Les figures 5 et 6 constituent un langage et c’est ce lan-
gage qui permet de reconnaitre le parallélogramme.

Les mathématiques ne se trouvent pas dans les objets
concrets, mais dans le regard qu’on porte sur eux. C’est ce
regard différent qu’il faut éduquer. Ce regard voit les objets
a partir de propriétés. C’est donc loin du regard «optique ».
Bien plus, ¢’est un regard qui ne part pas de I’extérieur vers
I’intérieur, mais bien souvent de ’intérieur vers I’extérieur:
c’est une projection.

LA PROJECTION
DES OBJETS MATHEMATIQUES

Prenons la figure qui suit, présentée a un éleve de 12 ans
sachant déja associer I’opérateur fractionnaire 3/4 a la suite
d’une division par 4 et d’une multiplication par 3. 1l sait
calculer les 3/4 de 12 en divisant 12 par 4 et en multipliant
le résultat par 3. Il regarde maintenant cette figure qu’il n’a
jamais rencontré auparavant.
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Le «spectateur» non mathématicien va voir a gauche
Vécriture de la fraction 3/4. Il voit aussi quelques carrés,
une colonne plus foncée située a gauche. Il va peut étre
imaginer un gratte-ciel. Le jeune mathématicien va créer un
iien entre Iécriture 3/4 et le schéma. La premiére colonne
représente 20 carrés. La seconde en comprend 5, comme
Jes deux autres. Chacune de ces colonnes représente le
guart de la grande colonne et il y a trois petites colonnes.
Mais notre mathématicien en herbe ne se fait pas ce raison-
mement. «L’1dée » lui en vient tout d’un coup; ensuite seu-
lement il vérifie. Tout se passe comme s’il «projetait» ce
qu’il sait de 3/4 sur le dessin. Cette projection réussie, il
woit alors les colonnes autrement et d’une fagon totalement
gifférente du spectateur non mathématicien.

L'ceeil du mathématicien projette des structures sur les
objets concrets. Quand il réussit cette projection, il «voit»
en mathématicien. C’est tout 4 fait ce que dit Charles
Pisot1: «Il1 y a encore des esprits qui n’arrivent pas a se
défaire de I'idée que I’espace qui nous entoure n’a pas de
géométrie: c’est nous qui mettons une géométrie dans

1. Ancien professeur a Paris-V, cité par J. Nimier, Entretiens avec des
mnthématiciens, IREM de Lyon.
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I’espace qui nous entoure. » L’expérimentation peut étre un
moyen d’éducation de cette projection a condition de la
définir comme Pasteur: une observation guidée par des
idées précongues, en d’autres termes, une observation pré-
cédée et accompagnée de procédés déductifs. On est bien
loin de I’exploration libre qui au contraire €loigne de
«1’évocation mathématique ».
Les objets mathématiques sont donc des objets mentaux
qui tendent a se projeter dans 1’espace physique ou dans les
objets concrets. Cette projection fait que le mathématicien
évoque la réalité d’une maniere qui lui est toute particu-
liere : c’est ce que nous appellerons «1’évocation mathéma-
tique ». '
Chaque nouvelle projection d’un objet mathématique
dans une situation concréte enrichit et transforme un peu
I’objet mathématique tel qu’il était avant la projection.
L’ objet mathématique tend 4 s’étendre et a englober de plus
en plus de situations concrétes. Par exemple, les sens mul-
tiples que 1’on peut donner a I'écriture d’une fraction n’ont
pas été enseignés, mais sont «reconnus», projetés a partir
d’un ou de quelques sens premiers donnés a la fraction
Cette dynamique assure la croissance des objets mathéma-
tiques. On n’a donc pas en enseigner les 32 sens possibles
que I’on peut donner a une fraction, mais simplement asso-
cier la fraction 3 quelques-unes de ces concrétisations et &
apprendre aux éleves a projeter I’objet mental ainsi consti-
tué dans des situations nouvelles.

LA LANGUE MATHEMATIQUE

«Une langue est un systtme dont tous les termes sont
solidaires, oli la valeur de I'un ne résulte que de la présence
simultanée des autres.» Cette définition due a Saussure
décrit une langue comme un systéme clos ou chaque terme
n’existe qu’en fonction des autres. C’est le cas en mathé-
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matiques oli chaque terme peut étre défini en fonction
"autres termes, le tout formant un systéme cohérent. Il faut
idemment admetire quelques termes comme non définis-
bles. Dans ce systéme, la soustraction et la multiplication
e définissent par rapport a 1’addition, la division par rap-
port a la multiplication sans avoir  se référer, semble-t-il, a
aucune concrétisation. Il y a une forme de compréhension
s mathématiques s’appuyant uniquement sur le langage.
tte forme de compréhension n’est pas réservée a des
leves dits forts, bien au contraire. Certains:éléves.sont eén
iculté parce qu’on ne leur permet pas un acces privilé-
aux mathématiques par la langue mathématique.
Si chaque mot de la langue mathématique renvoie a
“autres mots, cette langue décrit parfaitement des objets
mathématiques qui sont des objets mentaux. C’est la que
sside une des grandes forces de la langue mathématique.
lle nous donne acces aux idées mathématiques qui ne sont
pas accessibles a nos sens. L’écriture mathématique a/b
ssume toutes les facettes de I’objet mathématique «frac-
tion a/b» dont on peut donner de nombreuses représenta-
ns concretes. Mais aucune des représentations concretes
. peut réunir toutes les interprétations possibles de la frac-
on. En méme temps que la représentation concréte expli-
te une propriété particuliere de 1’objet mathématique, elle
ache les autres et peut bloquer la compréhension de 1’objet
thématique si on en reste la. Une des caractéristiques
n terme mathématique est de pouvoir désigner des
jets concrets différents.
1l ne faudrait pas en déduire que cette langue doit étre
de. Une grande fécondité de la langue mathématique est
pouvoir exprimer différemment la. méme chose. C’est
ar cette forme de radotage que la solution souvent appa-
L: résoudre une équation n’est qu’une suite de réécritures
aivalentes, jusqu’a ce que la phrase mathématique
rime une évidence. La notation choisie est donc d’une
mde importance. Il faut apprendre a choisir le «bon»
bole. Il suffit de prendre quelques livres de mathéma-
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tiques, écrits par des mathématiciens professionnels, pour
constater la diversité des notations entourant les fonctions
et ’adaptation du symbolisme aux résultats cherchés.

Mais cette langue a un premier défaut: elle ressemble &
celle que nous parlons tous les jours. Cette ambiguité est
source de malentendus. Le mathématicien écrit en langue
mathématique et son lecteur croit comprendre et comprend
autre chose. Dés le début de I’apprentissage commence ce
travail de clarification qui passe par la différenciation de la
langue courante et de la langue mathématique, différencia-
tion ne voulant pas dire rejet. La langue courante est char-
gée de sens, il est impossible de I’ignorer, pas plus qu’on
peut ignorer que les enfants ont des mains de 10 doigts,
qu’ils savent dire la suite des nombres et compter quelques
pommes sur la table avant d’aller a I’école primaire.

Des qu’on parle cette langue 2 haute voix, des ambiguf:
tés se glissent: le texte « 12 : 3» est parfaitement clair: ce
texte est mathématiquement équivalent a 4. Mais comment
prononcer 12:3? Est-ce 12 divisé par 3 ou 12 divisé en 37
Chacune de ces interprétations verbales induit un sens dif-
férent. Dans le premier cas, on suggere que 3 est le moyen
de la division, c’est-a-dire qu’on va enlever 3 le nombre de
fois qu’il faudra pour épuiser 12. On fait donc des paquets
de 3, et il y a 4 de ces paquets. Si I’on divise en 3, on fait
3 paquets et chacun de ces paquets vaut 4. Le simple fait de
vouloir parler la langue mathématique fait qu’on la quitte
pour se retrouver dans un univers plus concret ot I’on agit.
Donc les mathématiques s’écrivent et c’est seulement
écrites qu’elles peuvent décrire parfaitement les objets
mathématiques.

Dans cette langue, les nombres jouent un role important.
D’abord objets familiers servant a compter, il deviennent
vite objets d’études, et c’est 1a qu’ils deviennent objets
mathématiques. Les relations qu’ils ont entre eux vont ser-
vir de base 2 des structures plus complexes, puis a la notion
méme de fonction dont I’importance est essentielle. Le lan-
gage développé a propos des nombres va s’€largir et don-
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per son sens au langage algébrique. Les relations numé-
riques sont importantes non pas parce que les mathéma-
tiques seraient la science du quantitatif, ce qu’elles ne sont
pas ou du moins pas seulement, mais bien parce qu’elles
fondent et donnent naturellement un sens a une grande par-
tie de la langue mathématique.

Il ne faut pourtant pas réduire les mathématiques a une
langue. Bachelard disait: «Il faut rompre avec ce poncif
¢her aux philosophes sceptiques qui ne veulent voir dans
les mathématiques qu’un langage. Au contraire, la mathé-
_matique est une pensée, une pensée siire de son langage. »

LES REPRESENTATIONS MATHEMATIQUES

Nous appellerons représentations mathématiques des
représentations concrétes voulant exprimer certains aspects
un objet mathématique, objet n’ayant, rappelons-le, de
réalité que mentale. Nous avons déja rencontré quelques
représentations mathématiques. Dans le chapitre 5 portant
#ar la résolution de problémes, nous donnions certaines
garactéristiques.

1. Elles expriment des structures.
2. Elles peuvent étre de nature spatiale, verbale ou numé-
nque.
3. Elles sont interreliées.
4. Elles sont ouvertes.
5. Elles sont assez complexes pour étre suffisamment
riches.
6. Elles constituent un langage.
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Voici un exemple d’une représentation mathématique :

Cette figure exprime une relation entre des symboles gris
et des symboles noirs. On voit qu’il y a trois noirs pour un
gris. On peut associer a ce schéma I’expression « 3 sur 4»
ou «3 pour 1» ou encore la fraction 3/4. Mais on peut aussi
associer a ce schéma une grande variété de situations
concretes.

Associée au méme probléme, nous avions rencontré la
représentation suivante

/3 e 1N
X2 X2

/'\6 - 27\

X4 9 .3X4

\12.....,,,’1

Cette représentation met en évidence des relations numé-
riques. Pourtant elle représente la méme situation, mais elle
exprime autre chose. Elle aussi peut étre associée a la frac-
tion 3/4.

Ces représentations sont des représentations mathéma-
tiques dans la mesure ol elles sont des intermédiaires entre
une écriture mathématique, un concept mathématique et
une situation concréete. Elles sont du domaine du langage
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car elles expriment des relations ou des propriétés. Elles ne
font pas partie de la langue mathématique car elles n’ont
pas la généralité de I’écriture mathématique que possede
I"expression a/b. Par contre, elles offrent des représenta-
tions partielles d’un objet mathématique. Elles doivent étre
«ouvertes », dans le sens ol elles doivent pouvoir évoluer,
se transformer et étre associées & d’autres représentations
mathématiques. Elles doivent offrir un support a la pensée.
Elles peuvent aussi donner une batterie de représentations
permettant de donner une forme a un probléme et permet-
tant de le résoudre.

Parmi les représentations mathématiques, on peut aussi
placer des modeles plus concrets. Par exemple, I'image
d’un ascenseur circulant du troisi€¢me sous-sol au troisieéme
étage peut €tre associée aux nombres entiers relatifs. Ces
modeles concrets peuvent aider certains €éléves, a condition
d’étre transitoires. Si un éleve identifie le modele de
I"ascenseur aux nombres entiers relatifs, il ne comprendra
rien au produit. Ces représentations sont des lieux de pro-
jection. Le geste mental a faire n’est donc pas un geste de
mémorisation du modele, mais de projection par lequel on
tente de concrétiser une relation, une structure ou un lan-
gage qu’on ne comprend pas encore vraiment. Si I’on réus-
sit a faire cette projection, I’objet mental se trouve ren-
forcé, mais il continue a exister en dehors d’une
concrétisation particuliére et il pourra se projeter dans bien
d’autres situations.

Le travail qui consiste a trouver des représentations
mathématiques, a les comparer, a les faire évoluer, toujours
comme lieu de projection d’un langage et d’un objet
mathématique, est le moyen de développer ce qu’'on a
appelé le «langage intérieur mathématique ». Ce langage
intérieur est indispensable pour donner du sens et pour
résoudre des problémes.
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L’ACTIVITE MATHEMATIQUE

Nous avons défini trois niveaux : celui de I’objet mathé-
matique, celui de la langue mathématique et celui des
représentations mathématiques. Cela nous permet déja de
préciser la nature de certains gestes mentaux que I’on peut
rattacher a la compréhension mathématique, comme la pro-
jection, et de définir les particularités de I’évocation mathé-
matique. Mais qu’en est-il de D’activité mathématique ?
Comment agit un mathématicien ?

La grande majorité des mathématiciens a I’impression
d’un «terrain qu’on découvre» et que les mathématiques,
pour étre cachées, n’en sont pas moins préexistantes. C’est
aussi ce que dit André Joyal: «Il y a une sorte d’inconnu et
puis tout d’un coup il y a un petit coin du voile qui est sou-
levé et puis on voit, on comprend tout d’un coup ce qui se
passe.» Il continue: «Il1 y a découverte de quelque chose
qui est 1a [...] et je crois que les structures mathématiques
sont déja la [...]. » Mais I"univers que I’on découvre n’a pas
de réalité concrete. Jacques Riguet 2 nous décrit ce qu’il
découvre, il nous parle d’un monde «plus architecturé,
beaucoup plus cristallin. Ces continents-1a qui étaient tout a
fait uniformes au départ devenaient des espéces de temples
avec des parois belles et rigides et les communications
entre ces divers secteurs étaient elles aussi tres architectu-
rées.» Trés souvent, les mathématiciens parlent de cristal,
sans doute pour exprimer la transparence et la dureté struc-
turelle de l'univers mathématique. Méme si l'univers
mathématique part a la découverte du réel, il ne se confond
jamais avec lui. Le résultat de cette exploration est un uni-
vers purement conceptuel.

Mais d’autres mathématiciens comme Roger Apéry, trés
minoritaires, ont une conception constructiviste des mathé-

2. Professeur 2 l'université de Paris-V, cité par J. Nimier, Entretiens
avec des mathématiciens, IREM de Lyon.
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matiques: il n’y a pas de mathématiques sans mathémati-
cien. «En tant qu’étres de raison, les &tres mathématiques
n’existent que dans la pensée du mathématicien et non dans
un monde platonicien indépendant de I’esprit humain 3. »
Roger Apéry insiste aussi sur 'importance du temps dans
P'approche constructiviste: «Le mathématicien constructif
refuse le tabou philosophique interdisant de parler de temps
et de liberté, car toute activité mathématique exige un
esprit libre opérant dans le temps.» Les mathématiciens
«constructivistes» donnent une grande importance a
P’algorithme 4, qui permet de déterminer la validité¢ d’une
expression logique.

On retrouve deux conceptions des mathématiques que
nous avions déja trouvées chez les enfants: d’un coté, ceux
pour qui les mathématiques sont situées en dehors d’eux,
sans que le temps n’intervienne, bref, les mathématiques
gu’on voit et qu’on découvre. De I’autre, les mathéma-
tiques qu’on construit a I’intérieur de soi, les mathéma-
tiques qu’on invente dans la durée.

Le découvreur ne crée aucun objet nouveau, mais
cherche 3 comprendre pourquoi les choses ont la forme
gu’elles ont. A. de La Garanderie décrit de cette fagon 5
Pactivité mentale du découvreur: «La dialectique mentale
du découvreur s’active dans ce jeu de va-et-vient entre une
réalité qui ne livre ses secrets qu’a ceux qui remettent en
question les moyens grice auxquels ils la comprennent. »
C’est une des caractéristiques du geste de projection dont
nous avons parlé: on tente de projeter un objet mental sur
la réalité, si la projection échoue, on modifie I’objet men-
tal. Le découvreur doit lui aussi inventer, créer les catégo-
ries mentales qui lui donnent une possibilité d’interpréta-
tion et d’unification d’une réalité en dehors de lui. Sa

3. Roger Apéry, « Mathématique constructive », Penser les mathéma-
#igues, Point Sciences.

4. Un algorithme est une suite de régles & appliquer ou d’actions a
exécuter dans un ordre déterminé dans le but d’obtenir un résultat précis.
5. A. de La Garanderie, Comprendre et imaginer, Centurion, p. 128.
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liberté réside dans ce choix des a priori théoriques a partir
desquels il va évoquer la réalité.

L’inventeur commence par prendre conscience d’un
manque, de « manieres de faire » peu efficaces avec évoca-
tion de représentations mentales d’une possibilité nou-
velle 6. Son imagination fonctionne non par explication
mais par application, non par déduction mais par induction.
Il veut savoir non pas pourquoi, mais comment. On
retrouve bien I’importance que les mathématiciens
constructivistes donnent a ’algorithme, cette machine &
produire des résultats. On congoit aussi que le remplace-
ment du pourquoi des mathématiciens classiques par le
comment des mathématiciens constructivistes heurte pro-
fondément les premiers.

Les inventeurs pourront avec profit «inventer» des
machines a résoudre des problemes, imaginer des algo-
rithmes et les représentations mathématiques correspon-
dantes, et méme des machines de résolution presque
«concrétes ». Les représentations s’apparentent alors a des
représentations d’algorithmes. L’objet mathématique cor-
respond a une description imagée ou verbalisée de ce type
de représentations mathématiques.

LE DECOUVREUR ET L’INVENTEUR

Pour étre mathématicien, il faut étre inventeur ou décou-
vreur, c’est-a-dire, si I’on reprend les termes d’A. de La
Garanderie, ne pas se contenter de reproduire ou de répéter, '
ne pas se contenter de faire des calques de la réalité. Des le
début, il faut intégrer cette dimension dans I’éducation
mathématique. Il y a 1a une grande difficulté pour les
enfants qui ont tendance 2 se placer en «troisiéme per-

6. A. de La Garanderie, Comprendre et imaginer, Centurion, p. 128 '
129. ‘
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sonne », c’est-a-dire A se poser en spectateur. Un mathéma-
ticien est un acteur qui doit résoudre des problemes. Or, les
spectateurs détestent souvent devenir acteurs. 11y a la un
travail souvent difficile: apprendre a celui qui dit «il» a
dire «je».

Pour Cantor, I’essence des mathématiques réside dans la
liberté. Cette liberté lui permet de se donner des moyens
d’interprétation inédits s’il est découvreur ou des moyens
de faire et de transformer s’il est inventeur. Cette liberté
permet & un mathématicien de poser I’existence d’étres
mathématiques nouveaux, de les nommer, de changer leur
nom au besoin. Nous avons rencontré des enfants qui
étaient en difficulté parce qu’on voulait leur présenter des
mathématiques «concrétes », alors qu’ils avaient besoin de
partir de définitions formelles et d’aller ensuite vers le
concret. Accepter une définition formelle, pour un décou-
yreur, n’est pas une contrainte, puisque cette définition lui
donne I’explication de la situation de probléme dans
laquelle il se trouve.

Rappelons le cas de Dal. qui disait ne rien comprendre
aux nombres entiers relatifs. Toutes les analogies des
nombres négatifs avec les températures négatives, avec les
facons de repérer les sous-sols dans les ascenseurs, etc., lui
paraissaient absurdes et méme lui donnaient I’impression
qu’on se moquait d’elle. C’est simplement au moment ol
on lui a dit que la solution de ’équation 7 + ? = 5 était par
définition le nombre "2 qu’elle a accepté I'idée de nombre
négatif. La définition formelle posait I’existence d’un objet
mathématique qui unifiait la résolution des équations du
premier degré. La découverte porte sur cette unification de
la résolution de I’équation, permise par I'invention de
I'objet mathématique «nombre relatif». Grice aux
nombres relatifs définis formellement, on peut découvrir
qu’on peut résoudre toutes les équations du premier degré
de la méme facon.
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Inventeur, découvreur et conflit cognitif

On parle souvent de «conflit cognitif » pour décrire la
situation d’un éleve se trouvant devant une contradiction
entre ce qu’il croit et ce qu’il voit dans la situation ou il se
trouve. La prise de conscience de cette contradiction
I’oblige a faire évoluer ses «croyances» pour surmonter la
contradiction. Les concepts mathématiques pourraient ainsi
évoluer 2 partir de la prise en compte de conflit cognitif et
de leur résolution. ‘

Nous voyons que c’est tout 2 fait 'attitude du «décou-
vreur », mais que ce n’est pas celle de «I’inventeur» qui ne
va pas tant percevoir la contradiction qu’un manque a com-
bler par une autre fagon de faire. L’inventeur va plutdt se
comporter selon la description de Bergson7: « La pensée
est orientée vers I’action et, quand elle n’aboutit pas a une
action réelle, elle esquisse une ou plusieurs actions vir-
tuelles, simplement possibles. Ces actions réelles ou vir-
tuelles, qui sont la projection diminuée ou simplifiée de la
pensée dans I’espace et qui en marquent les articulations
motrices, sont ce qui en est dessiné dans la substance céré-
brale. » Le conflit cognitif ne va donc pas produire le méme
effet pour le découvreur et I'inventeur. Le découvreur va
bien faire ce qu’on attend de lui, ce qui n’est pas le cas de
I’inventeur. .

Enfin, pour celui qui se trouve en troisieme personne, le
«conflit cognitif» va étre ressenti douloureusement, sans
provoquer de remise en cause ni de ce qu’il sait ni de
qu’il pourrait imaginer. Etant en projet de reproduire, il

simplement s’estimer trahi et va se dire que décidément les
mathématiques, ce n’est pas pour lui. II faut lui appren:
avant de le mettre en situation de conflit, 2 se placer
«premigre personne», ce qui est long, soit passer
I’apprentissage d’algorithmes et le faire évoluer ens

7. Bergson, «Pensée et pantomime », L’Energie spirituelle, Bi
theque de philosophie contemporaine, PUF.
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vers la compréhension, ce que nous allons aborder un peu
plus loin. Pour que le conflit cognitif soit efficace, il doit
s'adresser aux «découvreurs». Les «inventeurs» vont

trouver des moyens de I’éviter et les autres vont se sentir
extrémement désemparés.

LA DEMONSTRATION, LA RIGUEUR

«La déduction est un outil qui constitue un moyen bien
plus efficace de recherche que I’observation directe ou
expérience 8. » Cette remarque donne toute sa place i la
déduction en la mettant au service de la créativité. C’est
ssi ce qu’affirme Bertrand Russell: «La logique est
venue la grande libératrice de I’imagination.» L. Witt-
genstein 9 écrit: «L’argument logique peut étre envisagé
somme une fagon de contraindre quelqu’un 4 reconnaitre
selque chose. »
Mais ce n’est pas I’étude de la logique, qui n’est qu’une
anche des mathématiques, qui donne toute sa richesse a
 rigueur ou a la déduction. La rigueur est une fagon de se
uire, presque une éthique en mathématiques. Elle four-
un guide a la recherche et a elle rend communicables
es résultats qui peuvent avoir été trouvés par une activité
tale qui, pour étre mathématique, n’était en rien guidée
le formalisme ou la rigueur. La déduction accompagne,
un moment ou I’autre, toute activité mathématique. La
onstration intervient alors que I’éleve a déja rencontré
tilisé la déduction dans la recherche de solution ou dans
présentation de résultats en mathématiques. L’initiation
rigueur précéde donc la démonstration. L’initiation 2 la
onstration est un moment délicat et nous y consacrons

Maurice Loi.
' Cité par Henri Planchon, Réapprendre les maths, les Editions ESF.
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LES ALGORITHMES ET LA COMPREHENSION
EN MATHEMATIQUES

L’ algorithme, indépendamment du r6le privilégié que lui
attribuent les «inventeurs» en mathématique, joue un role
moteur dans D’apprentissage des concepts. Cependant,
I’algorithme ne suffit pas a lui seul pour faire acquérir un
concept. La connaissance d’algorithmes peut déboucher sur
I’acquisition de concepts a condition de faire projeter
I’algorithme dans une situation nouvelle. Pour préciser le
sens de cette projection, nous allons donner I’exemple d’un
€leve aux prises avec des fractions et nous allons illustrer le
lien entre les objets mentaux, les représentations concrétes,

les algorithmes et I’évocation mathématique.

La confusion entre ’objet concret
et Pobjet mathématique

Dialogue avec C., 11 ans, presque exclusivement visuel,
en grande difficulté en mathématiques.

« Sais-tu calculer les 3/4 de 207

— 7?7710, Non.

—FEt 1/4 de 207

— 77?7 Non

— Sais-tu prendre le 1/4 d’une pizza?
— QOui. »

Il dessine :

10. Les trois «?» indiquent qu'un temps assez long s’est écoulé entre:
la question et la réponse.
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«Regarde bien ce dessin. Est-ce qu’il peut t’aider a cal-
culer les 3/4 de 207

- 777 Non. »

Jinsiste, je rapproche le dessin et I’expression 3/4 de 20.
«?77 Non, ¢a ne m’aide pas. »

Le dessin de la tarte ou de la pizza n’est pas considéré
comme la représentation d’une division suivie d’une multi-
plication pouvant se transférer sur des nombres. Pourtant
"est C. qui a fait le dessin et I’a associé a 3/4. La tarte est

implement considérée comme une image et non pas un

langage.

Présentation de Palgorithme

«Je vais te dire comment faire: regarde ce schéma et
s-moi si ¢a t’indique comment faire un calcul comme 3/4
de 20.»

Bluttiptier par X \
gEL___Diviser par

It regarde le dessin avec beaucoup d’attention et
demande : «Je peux mettre mes nombres ?

- Oui.

- Je commence avec le rond ?

~ Oui.

— Ensuite, je divise par 4 ?

~C’est ¢ca.»

Il écrit 20 + 4 = 5, et poursuit: «Ensuite, je multiplie

- Et je place le résultat 12 7
- QOul. »
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Il a convenablement interprété le schéma: il a bien lu ce
dessin comme 'indication d’un algorithme 2 réaliser. Il sait
ensuite appliquer I’algorithme.

Exercice de projection sur une situation géométrique
Je reprends: «Je vais faire un dessin sur I’ordinateur. Ne
regarde pas ce que j’écris. » Il se tourne pour ne pas regar-
der, et je tape:
20 ->

MONTRE 3/4

L’ ordinateur fait le dessin suivant:

La rangée de 20 carrés est rouge (en gris ici). Les trois
rangées de 5 carrés sont vertes (en blanc ici).

«Est-ce que tu peux voir 3/4 de 20 dans ce dessin ?

— 77?7 Non.

— Combien il y a de carrés en rouge ?

-20.

— Combien de carrés verts 7»

Il compte: «15.

— Regarde simplement la premiére rangée de carrés
verts. Tu peux imaginer qu’il n’y a qu’elle, que les autres
rangées n’existent pas ?

— QOui.

- Calcule le 1/4 de 20.»
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Il reprend le schéma:

CTEE X O =

et fait consciencieusement ses opérations (division par 4,
multiplication par 1): «C’est 5.

— Regarde maintenant la premigre rangée de carrés verts.
- On peut dire que c’est le quart de 20.

— Combien on a de rangées sur le dessin ?

- 3.

- Ca fait combien de quarts 7 »

Il ne comprend pas la question. Je montre la deuxiéme
pangée : «Les deux rangées ensemble, ¢a fait combien de

- Et les trois rangées 7

-3.

- Ca fait combien de quarts en tout ?

- 3 quarts.

- Est-ce que tu vois le lien entre le calcul que tu as fait et

w Oui. »
L’ algorithme, tout en étant un moyen d’obtenir un résul-
numérique, est devenu un moyen d’interpréter une réa-
#¢ d’une autre nature (le dessin fait par I’ordinateur). Le
wail de C. consiste & interpréter ce dessin a partir d’un
porithme. Le dessin est évoqué a partir de la projection
itale de I’algorithme.

nnaissance de P’algorithme
Ia situation géométrique

_«Tourne-toi. Je vais écrire quelque chose sur I’ordina-
2» Jécris:
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MONTRE 3/7

«Trouve la fraction de 21 représentée en vert.» Je lui
donne de nouveau le schéma.

wissiar par =/ \G —
L&__oivzj par

11 le place devant lui et écrit: ___/____de 21; puis il
écrit21+7=3x3=9

Il complete ensuite sa fraction: 3/7 de 21 = 9. Il donne
alors la réponse: «C’est 3/7.»

Je vais ensuite faire d’autres dessins analogues au précé-
dent et lui demander de trouver la fraction correspondante.
Nous continuerons de cette fagon pendant trois quarts
d’heure, en faisant afficher des représentations de fractions
et I’algorithme lui servant a interpréter le dessin.

En partant, il me dit qu’en classe il ne comprend rien
parce que son professeur explique bien trop; il parle, il
parle ! On retrouve 1a I’expression de son besoin d’évoca-
tion visuelle. '

FAISONS LE POINT

1. D’image de la tarte n’est pas vue comme la repré-
sentation d’une suite d’actions a effectuer, mais commg
une image statique. C. faisait une association tres forte
entre ce dessin statique et Pécriture 3/4, et seulememni
avec ce dessin. Pour lui, 3/4 est associé a un obj
concret. Toute évolution vers ’objet mathématique est
bloquée.
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Ces schémas entrainent un malentendu entre P’ensei-
gnant et I’éléve: Penseignant les considére comme un
langage exprimant une suite d’actions que Pon peut
associer a un calcul, I’éléve les considére comme repré-
sentant un état figé.

2. C. a appris a suivre un algorithme a partir d’un
schéma. Rappelons que C. est presque exclusivement
visuel.

Muttiplier par MA \
L Dmsar par—g

C. comprend ce que le schéma veut dire, il Pinter-
préte bien comme la description d’un processus a
suivre. Si nous étions restés 13, nous serions encore trés
join du début de la compréhension d’un objet mathé-
matique, ici la fraction.

3. Le travail de compréhension de I’objet mathéma-
tique commence quand C. tente d’interpréter une situa-
tion nouvelle, ici un dessin constrait par Pordinateur, a
partir de P’algorithme. A partir de ce moment-la, il
essaye d’évoquer, donc de donner un sens au dessin vu
sur Pordinateur a partir d’un algorithme numérique.
Le travail de C. a consisté a interpréter des représen-
tations concreétes particulieres a partir de Palgorithme
qu’il connaissait. En effectuant ce travail, la fraction a
dépassé son statut d’outil de calcul pour devenir un
outil d’interprétation d’une certaine représentation.
L. a donné a Pécriture fractionnaire un statut qu’elle
vait pas: il a fait d’un outil de calcul un outil
"interprétation de la réalité, un outil d’évocation.

La fraction se projette dans une représentation
ncréte et en méme temps donne un sens a cette repré-
ntation. Ce travail mental de projection est un geste
compreéhension.
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Les représentations mathématiques sont des lieux
privilégiés de «projection». Elles jouent donc un role
trés important, a condition de ne pas étre considérées
comme des «images» a retenir, mais comme des situa-
tions privilégiées de « projection».

UNE COMPREHENSIQN «LINGUISTIQUE » DES
MATHEMATIQUES

On peut aussi comprendre les mathématiques en se pla-
cant uniquement a 'intérieur de la langue mathématique,
donc en dehors de toute considération spatiale ou tempo-
relle. On peut rencontrer ce type de compréhension chez
des éleves trés jeunes. Voici le cas d’un éleve de 9 ans, 8.,
qui avait a résoudre le probléme suivant:

Un pére posséde 100 dollars. I veut répartir cette somme
entre ses trois enfants. Chaque fois qu’il donne 5 dollars &
I’ainé, il donne 3 dollars au second (cadet) et 2 dollars au
dernier (benjamin).

J’énonce le probleme. I1 m’écoute avec soin et ne dit
plus rien. Son regard est fixe, droit devant lui. Il n’écrit pas.
Au bout d’une minute environ, il me dit: «50, 30 et 20» ¢t
m’explique comment il a fait: «5, 3 et 2, ¢a fait 10. 10 fi
10, ¢a fait 100. 5 est la moitié de 10, donc le premier avai
la moitié de 100, donc 50. Quand tu as 50, le reste est
facile : tu multiplies par 10, et tu as 30 et 20.» '

Je lui demande s’il a pensé a des dollars pendant son
cul: non, juste aux nombres. Il faut remarquer qu’il
trouvé 50 parce que 5 était la moitié de 10, donc que Ia
portion devait étre conservée, d’ott le 50. Deux éléme:
sont particuliérement frappants dans la méthode utilis
par S.:

1. Pendant toute la recherche de la solution, il se p
uniquement au niveau numérique. Il n’y a aucune tra
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explicite en dollars, aucune référence aux aspects
ets du probleme.

2. 1l a une familiarité trés grande des propriétés numé-
es. 11 utilise plusieurs propriétés successivement et
trés facilement de 1’une a I’autre: il observe d’abord
¢ le pere donne chaque fois la moitié a I’ainé, donc que
aura la moitié du total. Ensuite il utilise une autre
oriété : 1’ainé aura au total dix fois plus que ce que le
lui donne en une fois. Cette proportion sera conservée
sera respectée pour ses autres fréres. Ils auront eux aussi
) fois plus que ce que leur pere leur donne en une fois, ils
t donc respectivement 10 fois 3 et 10 fois 2.

. parle et utilise cette langue mathématique comme on
ise une langue maternelle: un mot tire son sens des
directs avec les autres mots et avec le contexte lin-
que. Dans son cas, la langue est essenticllement
rique, mais il est loin du simple quantitatif. Il utilise
relations entre les nombres. S. explique qu’il s’est placé
pis 1a maternelle dans un univers purement numérique.
joué avec une calculette dés la maternelle et il me dit
il essayait toujours de prévoir le résultat d’un calcul
at de faire afficher le résultat. La calculette et la facon
il I’utilisait lui ont donné acces directement a la struc-
mathématique. C’est cette structure qui lui était fami-
et qu’il a ensuite projetée dans un univers plus
et. Depuis cette époque, S. est devenu un excellent
en mathématiques, ce qu’il n’était pas encore a
oque de I’entretien que je rapporte.

fa nous montre qu’il y a un autre acces, plus direct, &
gompréhension mathématique : un contact direct avec la
lure mathématique et son écriture. 11 faut remarquer
8. a plongé dans la structure mathématique dans un
xte non scolaire. C’est seul avec sa calculette qu’il
illait. Il ne faisait pas d’opérations pour appliquer un
ithme, mais pour faire des liens entre des objets
hWématiques. Il s’agissait non pas d’une mécanisation de
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son activité, mais d’un travail mental dont il était le seul
maitre et dont le but était d’utiliser les possibilités de la cal-
culette pour lui permettre d’explorer les propriétés numé~
riques vues sous les angles les plus variées, jusqu’a pouvoir
les prévoir a coup sfr.

Le geste de la compréhension linguistique consiste &
transformer une forme donnée en d’autres formes pour
faire le plus de liens possible a Pintérieur de la «langue
mathématique.» S. donne une clé de ’acquisition de
cette compréhension linguistique : il expérimentait aves
la calculette en tentant de prévoir le résultat. C’est an
moment de cette tentative de prévision qu’il créait les
liens qui sont a la base de la compréhension linguis-
tique.

Voici quelques activités renforcant la « compréhension
linguistique » pour un éleve connaissant 1’algorithme pré-
senté plus haut. On cherche le nombre pouvant remplaces
le «7».
~3/7de 12 =18.

— ?/4 de 28 = 49.

~ Toutes les possibilités correspondant & %/? de 36 = 54.
— Comment caractériser les nombres permettant le calcul
7/7 de 72 dans I’ensemble des nombres entiers.
— Comment caractériser les nombres pouvant remplaces
le ? pour que ’expression 3/4 de ? soit calculable.

— Etc.

Au cours de ces activités, on emploiera les mots ma
matiques les plus précis possible: numérateur, dénomimg
teur, multiple, diviseur, etc.

Il est préférable de faire tous ces calculs de téte, sz
écrire. Quand un éleve bloque, on retourne a la définiti
verbale ou schématique de I’algorithme correspondant
style d’évocation. On simplifie les nombres jusqu
I'extréme s’il le faut, plutét que de donner la réponse
une explication. Il faut que I’éléve, a partir d’un aspect ¢
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lui est donné, fasse lui-méme le travail mental qui consiste
J Penvisager sous une forme différente. C’est cette trans-
formation qui est & la source de la compréhension mathé-
gatique au niveau de la langue mathématique. Ces trans-
formations multiples vont lui permettre de prendre en
compte la complexité a I'intérieur de laquelle la compré-
hension va pouvoir se construire en tissant le plus de liens
possible entre I’écriture nouvelle et toutes les autres écri-
tures déja connues.

A partir du méme algorithme, on peut faire une projec-
wion dans une situation concréte et commencer aussi un tra-
il de reformulation conduisant 2 une compréhension lin-
mn&txque L’algorithme peut donc &tre le point de départ de
création d’un objet mathématique purement mental 2 tra-
wers la projection ainsi que d’une compréhension linguis-
que 2 partir dé la reformulation. Projection et reformula-
tion conduites mentalement sont des gestes importants de
gompréhension mathématique.

~ On pourrait étre tenté de faire de ce geste mental de
reformulation et de déplacement de sens a I’intérieur méme
@e la langue mathématique 1’essentiel de la compréhension
#n mathématiques. Cela pourrait conduire 4 de graves
wrreurs. L'enseignement mathématique s’appuie parfois
exclusivement sur la reformulation linguistique. Cela peut
sonduire a des catastrophes. La langue mathématique,
méme si elle exprime des réalités non concreétes, doit se
tonstruire aussi a partir de liens trés forts avec la réalité.

ormulation linguistique et projection

Cette reformulation 2 I'intérieur méme de la langue
hématique et I’évocation mathématique dont j’ai parlé
haut me semblent deux composantes importantes dans
compréhension en mathématiques. L’une vient-elle avant
autre 7

Un enfant comme S. a su pénétrer le langage mathéma-
e directement. Il semble bien qu’on puisse lui enseigner
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un concept nouveau directement au niveau du langage
mathématique, sans négliger de lui demander d’en assurer
lui-méme les projections indispensables vers la réalité des
représentations. Pour d’autres, il ne semble pas y avoir
d’autres moyens que de présenter le geste concret, ou le
résultat de cette action en méme temps, ou juste avant
d’introduire un nouveau «mot» mathématique. J’ai ren-
contré une éleéve qui n’a pu faire des divisions élémentaires
sans faute qu’a partir du moment ou elle a pu décrire préci-
sément comment on faisait un partage et non pas seulement
ce qu’était un partage. Pour tous ces éleves, il semble sir
qu’un lien trés fort avec la réalité des actions ou des imag
concrétes soit indispensable a I’utilisation autonome de
langue mathématique.

La langue mathématique doit devenir autonome

Cependant dans tous les cas, il faut que la «lang
mathématique » devienne autonome par rapport a la réal
des actions concretes et des représentations. C’est ce |
ressentait cet éleve de 10 ans & qui on donnait des pr
blémes pouvant tous se résoudre en faisant une divisi
cette division pouvant étre une division-partage ou
division-regroupement. Depuis deux semaines, je
demandais de me dire s’il s’agissait d’un partage ou d '
regroupement avant de résoudre le probléme.

Moi : — Est-ce que c’est un partage ou un regroupems

Lui : — C’est un partage. Mais écoute, on n’aqu’a fair
division, elle nous donne la réponse. Apres, tu vois bien
que c’est!

Cétait dit avec un certain agacement, alors qu’au de
il avait trouvé difficile de faire cette distinction, puis
été tres heureux de la faire. Tout d’un coup, ¢a n’avait |
d’intérét. 11 pouvait travailler directement au niveau du
gage mathématique, certain qu’il était de pouvoir €
quand il le voulait.
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En obligeant les éléves a se référer constamment A une
ité concrete, on risque de les empécher de développer
langue mathématique autonome. C’est méme un des
jues que ’on court 2 vouloir renvoyer toujours les
ves en difficulté & du matériel concret. Il faut aussi les
travailler au niveau de I'écriture mathématique seule.
travail fait «de téte» semble méme particuliérement
oace.

ne expression mathématique est toujours capable de se
ter dans des situations concrétes trés différentes de
s qui ont permis la premiére association. La richesse
mathématiques provient en effet de cette multitude de
crétisations d’une méme expression mathématique, ou
contraire des multiples expressions différentes qui peu-
se projeter dans une méme réalité et en donner des
ations mathématiques différentes.

5

S LE POINT

1 distingue trois niveaux en mathématiques:

¢ objets mathématiques : objets mentaux tendant a
projeter dans des situations concrétes. Un objet
matique se crée par un va-et-vient entre deux
mentaux, ’un consistant 4 chercher des inva-
Pautre a projeter I’objet mental en formation
une certaine réalité. Chaque projection réussie
_une situation concréte nouvelle provoque ’évolu-
de Pobjet mental,
langue mathématique, langue dont chaque terme
linie en fonction des autres termes. Les termes de
gue mathématique renvoient a des objets men-
La reformulation permet de donner un sens a la
mathématique.
représentations mathématiques : représentations
are spatiale, verbale ou numérique exprimant des
sres, interreliées, ouvertes et complexes, qui
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constituent un langage. Elles sont le lieu privilégié de Ia
«projection». La création et Putilisation de représent
tions mathématiques sont des moyens essentiels d’a
ner a la création des objets mathématiques.
Les gestes mentaux a développer sont donc:
« la mise en évidence d’invariants;
- la projection d’un objet mathématique dans une
situation ou une représentation mathématique ;
- la reformulation linguistique.

La compréhension mathématique peut se développer
a partir de la connaissance d’algorithmes a condition
que ces algorithmes soient projetés dans des situations
nouvelles ou qu’ils soient suivis par des exercices de
reformulation a ’intérieur de la langue mathématique.

L’évocation mathématique consiste a reconnaitre des
structures ou des objets mathématiques dans des si
tions concrétes ou mathématiques. On développe ainsi
«Peil du mathématicien», évocation différente de
« @il de Partiste» ou de «P’eeil du physicien». La diffé-
rence entre le regard du mathématicien et le regard
«optique» du spectateur donne sa dynamique a la
démonstration !1. '

Faire des mathématiques, résoudre des probléemes
demandent d’étre « découvreur» ou «inventeur », selon
les habitudes évocatives de chacun. Apprendre a deve-
nir inventeur ou découvreur passe par:
- La précision de I’évocation: le va-et-vient entre la
réalité et I’évocation est toujours a la base de toute acti-
vité mentale subséquente. Ce n’est rien d’autre que
Pouverture au monde, le cerveau étant DPorgane
d’attention a la vie, comme le dit Bergson dans « Pensée
et pantomime », ,
- Ensuite il y a ’identification d’un manque débou-
chant sur Pinvention, ou remise en question des moyens

11. Voir le chapitre 9 consacré & la démonstration:
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compréhension débouchant sur la découverte. Ces
x gestes mentaux 12, différents, sont a la base de
entrainement a P’invention ou a Ia découverte.

Le passage en premiére personne: le découvreur ou
wventeur doivent se dire «je», sinon ils ne peuvent
reproduire ce qui permet de résoudre des exercices
; ne permet pas de résoudre des problémes.

12. Voir-A. de La Garanderie, Comprendre et imaginer, la pédagogie
découvreurs et des inventeurs, Centurion, p. 123.
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Le langage intérieur

» méme opération pour des situations différentes

Un probleéme est associé 2 une certaine chronologie ou a
description dans laquelle interviennent des relations.
, décision d’utiliser une opération mathématique ne peut
faire que si on la reconnait dans la représentation qu’on
est donnée du probléme. Or, une opération mathématique
t en général associée 2 une situation particuliere & partir
. laquelle elle a été définie. La soustraction est souvent
associée au processus qui consiste a retrancher des éle-
its & un ensemble. Mais la soustraction peut €tre asso-
i bien d’autres processus, ou simplement a un état ou
core A une relation purement numérique. Si I’on s’en
t strictement 2 la situation de définition, il sera impos-
le d’associer I’opération 2 une situation nouvelle. Nous
s heurtons 12 & une difficulté importante: comment
endre conscience de I’équivalence de deux situations
aremment différentes? (1): Jacques a 12 billes et en
srd 3 décrit un état initial et une action. (2) : Marie mesure
40 m et Jean 1,25 m décrit simplement un état. On
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n’enléve rien a Marie et pourtant la différence de taille
nous sera donnée par une soustraction, tout comme le
nombre de billes qui reste a Jacques.

On ne peut transformer la situation (1), qui fait intervenir
le temps, dans la situation (2), d’out la chronologie est
absente. Il faut alors se placer & un certain niveau d’abs-
traction pour découvrir qu’on peut leur associer une méme
représentation. Le processus qui consiste a représenter avec
une économie de moyens de plus en plus grande la situa-
tion initiale est I’outil privilégié qui va permettre de traiter
des situations différentes par la méme opération mathéma-
tique. On retrouve I'importance du travail d’évocation.

La tentation peut étre grande de court-circuiter le travail
de représentation et de sauter tout de suite a ’opération en
négligeant les différences entre les deux problémes 2
résoudre. On dit alors simplement qu’il faut soustraire dans
les deux cas; et en effet, certains éleves comprennent
quand méme. Ce sont ceux qui réussissent. Ils ont déja
acquis la souplesse nécessaire pour découvrir le sens impli-
cite de tout ce qu’on ne leur dit pas. Les autres ne compren-
nent pas que deux cas apparemment si différents puissent
étre traités de la méme facon. Ils renoncent simplement &
comprendre. C’est pour les éleves les plus faibles qu’il faut
passer le plus de temps a préciser tout le processus de
représentation en tenant compte de la diversité des situa-
tions. On ne le fait pas parce qu’on trouve que c’est leur
compliquer la vie!

Le langage intérieur en mathématiques

Un probléme ne se présente pas, en général, sous la
forme qui permet son traitement direct. Il doit étre refor-
mulé et c’est le role du «langage intérieur mathématique ».
La traduction fait que les objets mentaux et la langue
mathématique entrent en action a bon escient. Le langage
intérieur part de situations réelles, situées dans le temps et
I’espace et les associe aux objets mathématiques. Le lan-
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gage intérieur mathématique est constitué par: des repré-
sentations mathématiques, des énoncés, des processus
(suite d’actions), des schémas, chacun de ces éléments pou-
vant &tre associé a un objet mathématique.

Comme ces éléments sont intériorisés, ils ont une forme
dépendant étroitement des habitudes évocatives. Ils
s’appuient sur toute I’expérience antérieure et la prolon-
gent. Enseigner les mathématiques, c’est pour une part
faire en sorte qu’un éleve se construise un «langage inté-
rieur mathématique ».

Les représentations mathématiques

Le langage intérieur mathématique inclut «les représenta-
tions mathématiques ». Rappelons que nous avons distingué
trois niveaux en mathématiques: les objets mathématiques,
la langue mathématique, les représentations mathématiques.
_L’évocation mathématique se caractérise par un geste
mental: la projection des objets mathématiques dans des
situations concrétes. Chaque projection nouvelle d’un objet
 mathématique provoque son évolution vers une forme plus
compléte.
 Une situation concréte est toujours ambigué et peut €tre
terprétée de multiples fagons: c’est une des causes des
difficultés d’un enseignement a «partir du concret»,
_ concret qui n’a pas le méme sens pour celui qui a déja fait
des mathématiques et celui qui les apprend: le premier pro-
 jette ce qu’il sait, le second, n’ayant rien a projeter, ne voit
_ que des objets 1a ol il faudrait reconnaitre des idées.
Mais la pensée ne peut se développer sur le néant et il lui
faut des occasions de s’exercer. Voici quelques processus
fondamentaux reliés a la pensée mathématique :
~ I’obligation d’avoir a traduire ce qui est exprimé dans
une forme vers une autre forme;
— la recherche des ressemblances et des différences sur
des situations de méme niveau d’abstraction;
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n’enléve rien a Marie et pourtant la différence de taille
nous sera donnée par une soustraction, tout comme le
nombre de billes qui reste a Jacques.

On ne peut transformer la situation (1), qui fait intervenir
le temps, dans la situation (2), d’out la chronologie est
absente. Il faut alors se placer & un certain niveau d’abs-
traction pour découvrir qu’on peut leur associer une méme
représentation. Le processus qui consiste a représenter avec
une économie de moyens de plus en plus grande la situa-
tion initiale est I’outil privilégié qui va permettre de traiter
des situations différentes par la méme opération mathéma-
tique. On retrouve I'importance du travail d’évocation.

La tentation peut étre grande de court-circuiter le travail
de représentation et de sauter tout de suite a ’opération en
négligeant les différences entre les deux problémes 2
résoudre. On dit alors simplement qu’il faut soustraire dans
les deux cas; et en effet, certains éleves comprennent
quand méme. Ce sont ceux qui réussissent. Ils ont déja
acquis la souplesse nécessaire pour découvrir le sens impli-
cite de tout ce qu’on ne leur dit pas. Les autres ne compren-
nent pas que deux cas apparemment si différents puissent
étre traités de la méme facon. Ils renoncent simplement &
comprendre. C’est pour les éleves les plus faibles qu’il faut
passer le plus de temps a préciser tout le processus de
représentation en tenant compte de la diversité des situa-
tions. On ne le fait pas parce qu’on trouve que c’est leur
compliquer la vie!

Le langage intérieur en mathématiques

Un probléme ne se présente pas, en général, sous la
forme qui permet son traitement direct. Il doit étre refor
mulé et c’est le role du «langage intérieur mathématique ».
La traduction fait que les objets mentaux et la langue
mathématique entrent en action a bon escient. Le langage
intérieur part de situations réelles, situées dans le temps &t
I’espace et les associe aux objets mathématiques. Le lan
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gage intérieur mathématique est constitué par: des repré-
sentations mathématiques, des énoncés, des processus
(suite d’actions), des schémas, chacun de ces éléments pou-
vant &tre associé a un objet mathématique.

Comme ces éléments sont intériorisés, ils ont une forme
dépendant étroitement des habitudes évocatives. Ils
s’appuient sur toute I’expérience antérieure et la prolon-
gent. Enseigner les mathématiques, c’est pour une part
faire en sorte qu’un éleve se construise un «langage inté-
rieur mathématique ».

Les représentations mathématiques

Le langage intérieur mathématique inclut «les représenta-
tions mathématiques ». Rappelons que nous avons distingué
trois niveaux en mathématiques: les objets mathématiques,
la langue mathématique, les représentations mathématiques.
L’évocation mathématique se caractérise par un geste
mental: la projection des objets mathématiques dans des
situations concrétes. Chaque projection nouvelle d’un objet
mathématique provoque son évolution vers une forme plus
compléte.

Une situation concréte est toujours ambigué et peut étre
interprétée de multiples facons: c’est une des causes des
difficultés d’un enseignement a «partir du concret»,
concret qui n’a pas le méme sens pour celui qui a déja fait
des mathématiques et celui qui les apprend: le premier pro-
jette ce qu’il sait, le second, n’ayant rien a projeter, ne voit
que des objets 1a ot il faudrait reconnaitre des idées.

Mais la pensée ne peut se développer sur le néant et il lui
faut des occasions de s’exercer. Voici quelques processus
fondamentaux reliés a la pensée mathématique :

~ I’obligation d’avoir a traduire ce qui est exprimé dans
une forme vers une autre forme;

— la recherche des ressemblances et des différences sur
des situations de méme niveau d’abstraction;
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~ la projection qui ouvre aussi le chemin de la générali-
sation ;
~P’exercice de la vérification et de la déduction.

Les deux premiers processus assurent la formation de
concepts !, le troisieme ouvre la voie a 1’évocation mathé-
matique et le quatrieme au raisonnement. La nature particu-
liere des objets mathématiques fait qu’il faut construire des
lieux ol vont pouvoir se réaliser ces quatre types d’activi-
tés mentales. C’est pourquoi nous avons parlé de représen-
tations mathématiques. Une représentation mathématique
est composée de signes, de symboles, de schémas qui, pour
laisser la priorité a I’activité mentale, doit avoir les six
caractéristiques décrites au chapitre 6 (voir p. 203).

Les «représentations mathématiques » offrent un support
a la pensée. Elles permettent la formation et 1’évolution des
concepts mathématiques. Elles constituent un systéme sym-
bolique offrant la possibilité de faire le lien entre le pro-
bléme réel et sa résolution mathématique. Elles sont dong
un élément du langage intérieur mathématique.

La représentation symbolique,
un des moteurs de la compréhension

Nous pensons que ces représentations symboliques sont
une source essentielle de progres : dés qu’on sait utiliser un
systéme symbolique pour communiquer, on doit traduire et
projeter. En tentant de voir la situation concréte a partir de
la représentation mathématique, ou de construire une repré-
sentation mathématique qui permet de structurer une situa-
tion concréte, on précise un objet mental mathématique et
Pon peut aller vers ’acquisition de la langue mathéma-
tique. On provoque une double évocation: celle de la situa-
tion concréte (objets, actions, transformations) et de la pro«

1. Voir Britt-Mari Barth, L’apprentissage de [’abstraction, Editions
Retz.
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ion de la représentation symbolique dans la situation
ncréte, projection qui préfigure la projection de I’objet
ental.
Les doigts d’un jeune enfant peuvent déja &tre un pre-
sier exemple de représentation mathématique. La comp-
des nombres, suite ordonnée qui peut se projeter par le
iptage dans une suite d’objets concrets, peut constituer
i une représentation mathématique. Un ensemble orga-
de jetons peut aussi constituer un langage symbolique.
Le travail mental effectué a partir des représentations
ématiques, travail d’évocation pour traduire une repré-
tation dans une autre, ou travail de projection de la
sentation mathématique dans une situation concréte,
se faire dans ce que Vygotski appelle la «zone de
he développement» 2, c’est-a-dire dans cette zone qui
est pas encore maitrisée mais qui peut le devenir. Tra-
ler dans cette zone oblige & tenir compte de ce que
bve maitrise déja, donc de connaitre son « développe-
nt actuel». Le dialogue pédagogique 3, au-dela des
aissances, nous renseigne sur les moyens d’apprendre
lisés et précise la «zone de développement actuel ».
Nous allons préciser ce qu’on entend par «langage inté-
eur mathématique » et «représentations mathématiques »
ss les cas de la soustraction, de la multiplication et de la
sion. Chacune de ces opérations sera 1’occasion de
ire des aspects différents de gestion mentale pouvant se
raliser chaque fois que I’on cherche a donner du sens a
. potion mathématique. Pour éviter les répétitions, nous
gerons I’angle d’approche de chacune des opérations.

%, Vygotski, Pensée et langage, 1935.
3. Voir les chapitres précédents.
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LA SOUSTRACTION

Comptage, calcul, nombre, opération et évocation

Distinguons d’abord opération et calcul. Une opératic
est un objet mathématique, un calcul, une fagon de pr
der. «Savoir faire des soustractions » n’est pas synony:
de «connaitre le concept de soustraction». Distinguons
aussi calcul et comptage: le comptage se fait en présen
d’objets concrets, ce qui n’est pas le cas du calcul. P¢
favoriser le passage du comptage au calcul, il faut passer ¢
la perception a I’évocation: a ce propos, on trouvera d
Comment les enfants apprennent a calculer 4, de Rén
Brissiaud, des suggestions trés intéressantes permettant ¢
passage.

Le comptage n’est pas suffisant pour acquérir le conc:
du nombre. Alors que le comptage se fait objet par ob‘;e&,
nombre s’applique a un ensemble. Organiser des group
de 4, de 5, etc., oblige & évoquer I’ensemble.

Voici quatre organisations différentes de cinq éléme:
Le nombre 5 s’applique a chacune d’elles.

Spontanément les enfants organisent les représenta
spatiales des nombres pour les manipuler mentalen

4, Editions Retz. Ce livre est particulitrement intéressant pow
ceux qui s’intéressent aux enfants les plus jeunes.
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i une activité faite en maternelle favorisant ce passage
comptage au nombre: la maitresse place un certain
re 5 de jetons devant elle. Elle demande aux enfants
‘en placer autant devant eux. Que veut dire «autant» ?
pmment en obtient-on «autant» 7 Quand on ne compte
on peut placer ses propres jetons exactement en face
ceux de la maitresse. Ensuite chacun les place comme il
tend devant lui. On éteint la lumiere et quelqu’un passe
vole» un nombre différent de jetons a chaque enfant.
rallume : combien manque-t-il de jetons ?

Les premiéres fois, les enfants ne savent pas: ils n’ont
pris soin de mémoriser le nombre initial de jetons.
s quelques essais, ils vont se méfier. Un certain
nbre d’entre eux va commencer a organiser les jetons de
a4 donner une forme a I’ensemble, comme nous
ons fait pour les cing points. En mémorisant la struc-
-ils vont aussi en mémoriser le nombre. Une petite dis-
ion fera I'inventaire des méthodes possibles et chacun
rra choisir la sienne. Les enfants vont décrire les
ies» qu’ils retiennent et comment ils procédent men-
ent. Aprés le «vol» des jetons, chacun va tenter de
constituer la « forme perdue». Ce qui manque apparait
s globalement.

e genre d’activités offre des caractéristiques intéres-
tes: aprés les premiers essais infructueux, les enfants
pn projet précis, a2 savoir mémoriser le nombre de
as en employant une technique qui leur est adaptée. La
yaraison entre ce qui reste et ce qu’il y avait peut se
selon des modalités différentes pour chacun. Enfin, il
s agit plus seulement de comptage puisqu’il faut mémo-
r un ensemble structuré. Le traitement se fait mentale-
at, donc en évocation: nous avons la les étapes ouvrant
passage du comptage vers le concept du nombre et le
il en obligeant a quitter la perception pour I’évocation.
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La soustraction dans la langue mathématique

Chaque opération mathématique a une définition dans
langue mathématique: la soustraction est définie comme
I’opération opposée de I’addition. Le résultat de I’ opératios
12 - 3 est donnée par la résolution de I’équation 3 + 7= 1
On dit que 12 - 3 est le complément de 3 a 12.

Mais un éleéve qui aborde la soustraction ne posséde ni §
concept d’opération ni la langue mathématique. Il conn
certaines facons de faire. Il peut méme trouver le rés
de la soustraction 5 - 3 en cherchant le nombre qu’il
possible de substituer au point d’interrogation pour rend
vraie I’égalité 3 + ? = 5. Cette fagon de procéder se p.
directement a l'intérieur de la langue mathématique,
référence a aucune situation concréte, a condition qu
connaisse les tables d’addition. Ce jeu d’écriture ne peut
rien aider a résoudre un probléme concret. I1 est cepend:
important parce qu’il constitue une premiére initiation &
langue mathématique et au calcul.

Il y a bien d’autres moyens de faire le calcul. Pour tro
ver le résultat, on peut partir de 3 et compter ce qu’il {
ajouter pour aller a 5. On peut le faire avec des objets,
imaginant des objets ou en imaginant la «bande ¢
nombres », c’est-a-dire la suite des nombres écrite sur
régle. Si ’on peut imaginer la «bande des nombres »,
peut aussi trouver le résultat en « comptant 2 rebours»
résultat du calcul de I’opération 5 - 3 peut s’obtenir
comptant a partir de S et en reculant jusqu’a trois. Pg
cela, il faut se déplacer 2 fois. 11 y a équivalence entre
tir de 3 et aller 2 5 ou partir de 5 et revenir a 3 si I’on co
dere le nombre de positions occupées pendant le dépla
ment. Le «comptage a reculons» permet de trouver
résultat d’une soustraction sans se référer explicitement
P’addition, donc tend a faire de la soustraction une op
tion autonome. Il faut donc pouvoir parler du nombre
cédant ou du nombre suivant un nombre donné, puis un p
plus tard parler de la dizaine suivant ou de la dizaine pr
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un nombre donné, ou encore de la dizaine ou de la
ne la plus proche. «La bande des nombres » intériori-
est aussi une représentation mathématique qui offre un
ort & une «définition linguistique » de la soustraction.
ces activités font largement appel & I’expérience
de I’éleve et & ce qu’il connait déja.

15 tard, le lien entre soustraction et addition dans la
mathématique devra continuer a étre renforcé par
activités comme celles-ci:

bleau a compléter

21 > 25
—_— 27
—> 306
—_— ?
—> 108
_— ?
10 | 7 |13 101
15 18 {22 101

tion : soit la fonction «ajouter 5 ».

ez les images 6 des nombres 12; 45; 65.

ez la fonction qui annule le travail de la précédente.
s sont les images de 32; 76; 26 par cette fonction ?

n peut imaginer bien d’autres activités de cette nature.

#Au sens mathématique du mot.
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La soustraction dans les probléemes

Mais le sens de la soustraction ne peut surgir uniquement
des activités précédentes. Le lien entre I’histoire du pro-
bléme ou une description spatiale et I’opération numérique
n’est pas encore présent.

Pour résoudre un probleme, I’éleve peut commencer par
se donner des images des objets et de la situation du pro-
bleme; il va «voir» des billes, des personnages, des
actions. S’il en reste a ce niveau, il va avoir tendance &
résoudre le probléme par des stratégies se ramenant sou-.
vent a du comptage. 11 n’utilisera les opérations que sil
dispose de représentations mathématiques de ces opéra-
tions.

Problémes faisant intervenir le temps

Ces problemes racontent une histoire se déroulant dans
le temps. Les nombres sont structurés par ce déroulement
temporel. L’évocation la plus simple est donc une évoca-
tion verbale. Nous allons partir de cette évocation verbale,
comprendre les services qu’elle peut rendre et les difficul- .
tés qu’elle entraine puis nous passerons a une évocation
visuelle. '

1. Recherche de état final

Ces problémes racontent une histoire avec une situation
initiale, une transformation qui aboutit 2 un état final. C’est
le cas du probléme suivant: «Jean avait 17 billes. Il en
perd 9. Combien en a-t-il maintenant ? »

On se trouve dans une situation narrative; on raconte
I’histoire de Jean qui se déroule en trois temps: 1° Jean a
17 billes; 2° il en perd 9; 3° on veut savoir combien il lui
en reste maintenant.

Les nombres apparaissent dans I’ordre chronologique qui
se trouve aussi étre 1’ordre dans lequel on pose I’opération :
17-9=7
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L écriture « 17 - 9 = 7» raconte le probleme: Jean a 17,
perd 9, on cherche ce qui lui reste. Le signe — est associé
‘expression «il perd». La soustraction correspond au
rbe d’action «enlever» et le signe « =» exprime 1I’état
. il v a un lien naturel entre I’écriture de gauche a
te et la séquence d’apparition des nombres.

Le schéma « 0 — O = 7 » représente la structure du pro-
e : les carrés représentent des nombres connus, le «7»
nombre cherché. Lu de gauche a droite, il décrit dans
] ordre les nombres interviennent dans le probleme.

. Recherche de ’état initial

Comparons le dernier probleme avec celui-ci:

Jean avait des billes. Il en a gagné 15. Il en a maintenant
Combien Jean avait-il de billes ?

Ce probléme est beaucoup plus difficile que le précédent.
nombre cherché intervient au début de la chaine chrono-
ique. Si I'on exprime le déroulement de I'histoire, on
it
7+15=22.

Cette écriture explique que de nombreux enfants disent
'ils font une addition pour résoudre le probléme. Ils
aient de substituer le bon nombre au «?» dans I’écriture
édente. Les éleéves verbaux procédent plus volontiers
cette facon. Ils n’utilisent pas la soustraction.

Le schéma «? + 0 = 0O » représente la structure du pro-
Pme.

»
-

.. Recherche de la transformation

_ Probleme:

Jean avait 42 billes, il en a maintenant 21. Combien en a-
1 perdu?

En suivant le déroulement chronologique, on écrit:
42-7=121

01— ? = O représente la structure du probléme.
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Ce probléme est résolu numériquement par la soustrac-
tion 42 - 21. Le lien entre 42 - ? = 21 et la soustraction
42 - 21 n’est pas simple, c’est pourquoi les éleéves résolvent
plutdt cette équation: 21 + ? =42,

Cette égalité exprime que la somme des billes qui me
restent et de celles que j’ai perdues redonne le nombre de
billes que j’avais. Il faut donc s’évader de la structure chro-
nologique de I’énoncé pour reformuler le probléme. Nous
n’avons pas encore une soustraction, mais une addition
incomplete. Il faut méme remonter le temps: j’ai encor
21. Jajoute le nombre des billes que j’ai perdues et
j obtiens le nombre de billes que j’avais, c’est-a-dire 42.

Problémes ne faisant pas intervenir directement le temps

4. La soustraction associée a un sous-ensemble

Ces problémes décrivent des états. Une évocati
visuelle est donc plus directe.

«Il'y a 27 éleves dans la classe, 15 sont des filles. C
bien y a-t-il de garcons ?»

Nous avons affaire & une description d’un ensemble
d’éleves dont on précise un sous-ensemble, celui des fill
On cherche a déterminer le nombre d’éléves constituant |
sous-ensemble complémentaire. L'écriture 27 - 15 = 74
correspond plus a un déroulement temporel. Le signe « =
vient de changer de sens. Il n’exprime plus le résultat
transformations s’inscrivant dans la durée.

Le schéma suivant représente les éleves et, parmi
Ies filles.

0000000000000 006000000000600

Le sens de la soustraction apparait alors: quand
connait le tout et une partie, elle nous donne I’autre parti
5. Comparaison de deux grandeurs

«J’ai 12 ans. Ma sceur a 17 ans. Quelle est notre d
rence d’age 7»
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L2 soustraction mesure une différence : non seulement il
a aucune suite de transformations s’inscrivant dans le
s, mais il n’est pas possible de représenter la situation
une inclusion d’ensembles.

|

soustraction mesure la différence entre deux gran-
Elle en donne une comparaison.

 situations diverses pour une opération unique

des problémes faisant intervenir le temps

cassociation du verbe «retrancher» a la soustraction ne
et de résoudre directement qu’un seul des cing pro-
es précédents: le premier. Nous allons d’abord
ndre les trois premiers problémes.

er les données dans la séquence temporelle

ir les trois premiers problémes, nous devons nous
r que tous les éleves, aussi bien ceux qui sont de
inte verbale ou auditive, pénétrent le sens du pro-
., et situent convenablement les données de 1’énoncé
s le déroulement temporel de I’histoire. Pour cela on
¢ donner les structures suivantes :

| -Q=7

-7=0
-0=0Q
+0=0

14 7=0
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Aprés avoir précisé le sens des carrés, dans lequel on
peut placer un nombre apparaissant explicitement dans le
probléme, et du point d’interrogation correspondant au
nombre cherché, on demande de choisir I’égalité corres-
pondant le mieux au probléme posé. Les auditifs, en racon-
tant le probléme, vont tenter de le faire «rentrer» dans une
de ces égalités. Les visuels vont tenter de faire coincider
chaque égalité avec le probleéme. Ils vont les balayer suc~
cessivement jusqu’a ce que la coincidence soit possible. Ce
faisant, ils vont les uns et les autres prendre conscience de.
la position des données dans la séquence temporelle.
L’activité inverse est de méme importance: il s’agit d’ima-
giner des problémes correspondant & une structure donnée
(quel probléme peut-on associer a: Q- ?7=0).

La reconnaissance de I’opération ne peut se faire qu’es
s’évadant de la structure temporelle. Un moyen de le faire
est d’associer chaque probléme a une représentati
visuelle unique sur laquelle on peut projeter la séque
temporelle tout en voyant dans I’instant la structure gé
rale de la situation.

On va donc leur demander de projeter le probléme da

une représentation de ce type:
 S—
I U S—
Dans le premier probléme, on placera les nombres ¢
cette facon:

17

— ?:I.'.'é:l

Dans le second:
l:':_z_g:.!
SET
Dans le troisieéme :

E:f!_z:
= 7,1
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Pour faire cette projection, les éléves doivent avoir péné-
le sens du probléme avant, donc avoir replacé les don-
es dans la séquence temporelle ; sinon les éleves pour-
ent se borner a placer le nombre le plus grand sur la plus
de barre.

Comme activité préalable, on peut donner des problemes
les mémes nombres interviennent, dans des problémes de
pes 1, 2 et 3. Supposons que ces nombres soient 15 et 7.

_ Apres que la compréhension temporelle du probleme a
. faite, on demande de reconnaitre les données du pro-
me dans cette représentation:

000000000000 000
? 0000000

Dans chacun des cas, le sens de la représentation va étre
férent : l1a premiére ligne va représenter des billes possé-
initialement et la seconde les billes perdues. Dans le
uxiéme cas, la premieére ligne représente les billes possé-
maintenant et la deuxie¢me ligne les billes gagnées.
jant au troisiéme cas, la premiére ligne va représenter les
les possédées initialement et la seconde ligne les billes
ues. L'essentiel du travail consiste a donner un sens au
‘ma en y projetant les données du probléme, aprés que
les-ci ont été structurées séquentiellement.

Dans chacun des cas précédents, la solution est donnée
r le complément de 7 a 15, ce qui est justement la défini-
n «linguistique » de la soustraction.

problémes se situant dans ’espace

1l s’agit des deux derniers problemes. La premiére évo-
on doit consister a prendre conscience de la structure
iale du probleme.

Cas d’un probleme de sous-ensembles

« [l y a 27 éleves dans la classe, 15 sont des filles. Com-
en ¥ a-t-il de garcons 7»
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Pour le premier, il faut voir que I’ensemble des filles
contenu dans ’ensemble des éleves et que le complén
de cet ensemble est I’ensemble des garcons. C’est cet
inclusion qu1 est porteuse du sens du probleéme.

Une premiere difficulté pour les auditifs provient de
variété du vocabulaire correspondant a ce genre de sitt
tion. En voici quelques échantillons: '

Combien manque-t-il & 50 pour obtenir 84 ?

Quel est le complément...

Il'y a 27 perles dont...

«X» a 15 perles en trop... en plus...

Par exemple: «Bruno a 34 billes. Jacques, Franguiﬁ_
Bruno devraient avoir le méme nombre de billes, ms
Jacques a 6 billes de trop. Combien Jacques a-t-il
billes 7»

Toutes ces locutions correspondent au cas ou l'¢
connait le tout et une partie et que I’on cherche I’autre
tie, ce qui se représente par une représentation ensembli

La mise en parallele du texte et du graphique oblige
traduction de I'un dans P'autre. L’auditif va apprendre
prolonger par des schémas le sens qu’il donne aux mots,
visuel va apprendre a mettre des mots sur des graphiq;
Bien que I'un et I’autre partent de points opposés, c’est
moment de la traduction et de I'association que le sens
fait.

Une fois la situation convenablement évoquée, on p
chercher a la représenter de cette facon:
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aut bien noter I"ambiguité de toutes ces représenta-
Chacune peut étre interprétée a faux. Il ne faut pas
que 'image, a elle seule, explique. C’est le travail de
ion du probleme en une représentation qui est source
, on la représentation graphique elle-méme.
3 structure suivante correspond encore au probléme:
+7=0

d’un probléme de comparaison

J'ai 12 ans. Ma sceur a 17 ans. Quelle est notre diffé-
= d’age 7»

situation peut directement se représenter par:

structure O + 7 = 0 correspond au probléme.

NS LE POINT : LE LANGAGE INTERIEUR RATTACHE
\WUSTRACTION

Le langage intérieur comprend les structures
riques suivantes, qui se lisent de gauche a droite.

association au probléme, elles permettent de
re conscience de la position des données dans la
nce temporelle de ’énoncé.
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2. Il comprend les représentations mathématiq
suivantes:

Ces représentations graphiques peuvent étre a
ciées au probléme et en donner une représentation
que le temps n’intervienne. Elles correspondent toutes
Q+?2=0

Les représentations 1 et 2 sont des outils de tradu
tion.

3. Il comprend la définition de la soustraction dans
langue mathématique en la rattachant a Paddition:

Calculer Q-0 =72, c’est résoudre D + 7 =0}

Yerbalement, ¢’est faire le lien entre retrancher
ajouter: pour obtenir 12, j’ajoute 7 a 5. Pour obtenir
Jje retranche (j’ote, je perds, j’enléve...) 5.

4. Il comprend le sens donné aux deux phrases:
-~ Quand on enléve (retranche, ote...), on soustrait.
- Quand on connait le tout et une partie, Ia soustract
permet de trouver I’autre partie.

5. 1l contient les équivalences entre la colonne
gauche et Pexpression de droite.

"

-?

H-D="7

) '\7 o

u
- O o
4+ O=mn
+?7=mn

o
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peut résumer la situation de cette fagon:

Représentations Langue mathématique
mathématiques

Equivalence
D-?—n B—U:? u+?.—_-n
?-b=0n /
1 H =
A ?4+0=0
D4 ?=mun
\
Retrancher.

On connait le tout
et une partie, etc.

*évocation du probléme se fait a travers les repré-
ions mathématiques. L’évocation (1) structure
t séquentiel du probléme, I’évocation (2) struc-
P’aspect spatial. Une autre évocation peut suivre et
cher les représentations mathématiques a la langue
hématique.
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LA MULTIPLICATION

Pour continuer & explorer le langage intérieur mathéma
tique, sa nature et son fonctionnement, nous allons prendre
prétexte de la multiplication pour faire la distinction entre
représentation et concrétisation, et aborder I'utilisation
d’algorithmes comme fondements & la compréhension
d’objets mathématiques.

Multiplication : définition a Pintérieur
de la langue mathématique

La multiplication est d’abord définie comme un moyen
commode de représenter une addition répétée un certai
nombre de fois. Par exemple 2 + 2 + 2 va &tre résumé par
3 x 2 qui se prononce de la fagon la plus simple «trois fois
deux». I1 y a une dissymétrie entre les deux nombres
3 et 2: le 3 indique le nombre de répétitions et le 2 }
nombre répété. Cette lecture correspond au sens courant dg
mot «fois» : Je prends «trois fois du thé » signifie que I'on
prend successivement trois tasses de thé; «trois fois deux
signifie donc que I’on prend «trois fois le nombre deux ».

11 est étonnant de voir que certains manuels «tordent»
francais et donnent comme sens 2 «trois fois deux » « trois
— fois deux», «fois deux» voulant dire «multiplié p
deux ». Le frangais posséde en effet deux expressions
lire I’écriture mathématique 3 x 2 : 'une, «trois foi
deux », fait de 3 'opérateur et de 2 I’état sur lequel I'o
teur agit. L’autre «3 multiplié par 2» fait de 2 I’opéra
et de 3 le nombre sur lequel agit I’opérateur. La premi
expression est plus courante, la seconde plus mathémati
et doit &tre abordée plus tard.

Alors que la langue mathématique écrite est cohére:
des qu’elle est «parlée », elle se trouve interprétée et
devient ambigug, ambiguité normale et qui lui donne
sa richesse, mais ambiguité qui en fait une langue diffic
«a parler ».
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Les éleves doivent parvenir a considérer la multiplica-
comme une opération autonome et non pas seulement
ume une addition répétée. Pour cela, ils doivent
ndre 4 connaitre les tables qui vont leur permettre
iliser la multiplication sans faire une référence a 1’addi-

nprentissage des tables est indispensable
donner un «sens linguistique » a la multiplication

‘apprentissage des tables semble souvent difficile aux
nts. La calculette aidant, certains éléves ne savent rien
lela de la table par 2, qui semble faire partie de la cul-
 populaire. Sans les tables de multiplication, pas de cal-
mental méme élémentaire possible, et surtout pas de
sorts ni comparaisons entre nombres. Les nombres et
quatre opérations constituent le noyau autour duquel est
it le reste de la langue mathématique. L’ apprentis-
 des tables est donc toujours aussi indispensable a
oque de la calculette, non pas pour calculer mais pour
ndre les rudiments d’une langue assurant la compré-
ion du reste de I’édifice mathématique.

wprendre une table n’est pas chose difficile et certains
ents de gestion mentale peuvent facilement aider a le
L’apprentissage d’une table pour la grande majorité
enfants ne doit pas prendre plus que quelques minutes.
comment procéder.

de auditive pour apprendre les tables

es procédés sont valables pour des enfants de neuf ans
. Notre description suppose la présence d’un «moni-
qui peut &tre un parent, un ami ou un enseignant.

moniteur écrit la table a apprendre sur une feuille qu’il
seul A voir, la table de 7 par exemple. Il énonce un résul-
7 x 5 = 35. L’éleve répete tout haut «sept fois cinq
ge-cing », ensuite il écoute sa voix intérieure redire
ok fois cinq trente-cing », puis il redit tout fort « sept fois
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cinqg trente-cing ». Le moniteur place un point sur sa feuille
en face de 7 x 5 = 35. 1l saura ainsi que ce résultat a été
traité et immédiatement il énonce un autre résultat:
7 x 9 = 63. L’éleve procede de la méme facon. Le moniteur
redemande 7 x 9, puis 7 x 5 et il énonce un troisieéme résul-
tat. Il est important que le rythme soit rapide. Dés que
I’éleve finit de parler, le moniteur enchaine. I faut empé-
cher I’éléve de se dire « sept fois trois, c’est 3 +3 +3 +3
3 +3 + 3 » et d’essayer de faire la somme de fagon itérative,
Les auditifs surtout sont portés a faire des sommes succes-
sives et c’est souvent ce qui les empéche d’apprendre la
table. I1 faut donc bloquer ce processus par un rythme qui
peut dépendre de chacun, mais qui doit toujours étre rapide.

Si cette fagon de faire n’aboutit pas, ce peut étre que
I’éleve a besoin non seulement de se dire et d’écouter sa
voix intérieure, mais en méme temps de voir mentalement
les nombres se former dans sa téte. On lui demande alors
de prolonger I’énoncé qu’il se fait par I'image des nombres
en train de s’écrire. On s’apergoit trés vite si cet ajout au
processus initial est efficace ou non.

Apprentissage visuel de la table de multiplication

Enfin si ce procédé ne fonctionne toujours pas, il se peu
que I’éleve ait besoin d’images d’abord. Dans ce cas, le
moniteur lui demande de se former I'image d’un écran
mental. 11 fait préciser la couleur de I’écran, des bords et la
couleur du crayon écrivant sur cet écran.

L’éleve va écrire la table sur son écran mental, dans
I’ordre habituel. 11 peut le faire avec ’aide du moniteur qui
énonce le résultat a écrire ou simplement en se faisant une
copie mentale de la table écrite sur une feuille. Certains
vont pouvoir écrire trois ou quatre résultats seulement i la
fois, d’autres vont pouvoir écrire toute la table d’un seul
coup. Une fois ce travail terminé, le moniteur pose des
questions. L’éléve lit la réponse sur son écran mental. Dans
le cas ou il a écrit la table en trois séquences de trois résul-
tats, il choisira la bonne séquence puis lira le résultat.
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Si ’éléve se trompe, il est possible qu’il doive faire le
este mental d’effacer complétement son écran mental et
ensuite il doive tout réécrire.

En procédant d’une facon ou d’une autre, une table
apprend en moins de dix minutes dans plus de 90 % des
ss. Une heure plus tard, on vérifie que la mémorisation a
en été faite. Si c’est le cas, la table est sue. Cependant,
‘est I’é1eve qui doit juger du succes de son apprentissage.
ins ont tellement peu confiance en eux que I’essentiel
st de leur faire réciter leur table jusqu’a ce qu’ils admet-
ent qu’ils la savent. Ils s’imaginent incapables d’un pareil
wploit.

Deux jours plus tard, on peut en apprendre une autre de
. méme fagon et ainsi de suite.

Un succeés dans I’apprentissage des tables peut changer
attitude d’éleves en difficulté en mathématiques. Ce pre-
mier succes les délivre de la honte confuse de ne pourvoir
prendre ce qui leur semble pourtant élémentaire.

Sans rentrer dans les détails, il suffit de comparer les 3
problémes suivants pour observer que la multiplication
ut, comme la soustraction, &tre associée a des processus
Jort différents:

1. J’ai 2 sacs de gdteaux. Dans chaque sac, il y a 3
gteaux. Combien ai-je de gdteaux au total ?
2. Calculer Uaire d’un rectangle de 3 cm par 2 cm.
3. Chaque jour, je gagne 40 F. Combien aurai-je au
bout de 3 jours ?

Chacun de ces problémes correspond 2 une situation dif-
rente : les giteaux sont dans les saces (inclusion) : chaque
jour est associé & une somme d’argent; le role des deux
nombres dans le calcul d’aire est parfaitement symétrique.
Le lien avec la multiplication ne peut se faire que si chaque
probleéme est transformé et représenté de fagon a ce qu’on
puisse reconnaitre la mutliplication originale. On peut aussi
partir de la multiplication et la projeter dans ces situations
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différentes. Traduire et projeter, voici deux gestes mentaux
qui peuvent conduire a la compréhension du probléme.

Compréhension algorithmique d’expressions
utilisées en mathématiques

Certaines expressions comme «avoir autant», «avoir
trois fois plus », «trois fois moins », sont sources de confu-
sion et le demeurent. On peut les expliquer, les définir,
mais cela ne suffit généralement pas. On peut aussi associer
ces locutions a des suites ordonnées d’actions (des algo-
rithmes). Le sens de I’expression sera alors rattaché a ces
algorithmes.

J’ai deux photos. Mon ami en a trois fois plus. Com-
bien mon ami a-t-il de photos ?
Trois fois plus: c’est une comparaison multiplicative,
donc un premier pas vers la proportion. II s’agit d’une
mesure comparative de ce que ’un posseéde par rapport &
Pautre. Le temps n’intervient pas. Il faut « voir» en méme
temps ce que je posseéde et ce que posséde mon ami. Ce
sens de la multiplication peut étre rapproché de celui de la
soustraction vue comme un moyen de comparaison.
L’expression «trois fois plus» est fort ambigué: on
entend «plus» et «fois»; un terme se rattache a 1’addition
et 'autre a la multiplication: situation peu claire s’il en est.
Le pendant de I’expression «trois fois plus» est «trois
fois moins », qui veut dire qu’il faut diviser par trois.
Le sens de telles expressions ne peut provenir que d’un
apprentissage scolaire. Ce genre d’expression est particu-
lierement incompris dans les milieux les plus culturell
ment défavorisés.
Pour donner un sens a I’expression « trois fois plus», on
peut d’abord expliquer comment construire un ensemblg
«trois fois plus grand qu’un autre». Ensuite on schémati-
sera cette construction.
On peut imaginer des algorithmes correspondant pour
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is moins» et «autant». La compréhension de ces mots
2 la base du concept du nombre et de la proportionna-

De nombreuses notions mathématiques peuvent Etre
~squises de cette fagon, quel que soit le niveau ol on se

-
-

. Acquisition d’un algorithme, en respectant les capaci-

évocatives de chacun.

2. Représentation de ce qui a été fait schématiquement et
balement.

3. Introduction du vocabulaire particulier.
4. Evocation du vocabulaire en association
yme, la représentation ou la verbalisation.

s

I’algo-

Au-deld du vocabulaire, 1’apprentissage d’algorithmes
un moyen puissant d’acquisition de concepts : apprendre
construire des triangles semblables peut étre, par exemple,
s moyen d’acquérir ensuite le concept de similitude.
‘algorithme s’apprend facilement. Une fois intériorisé, il
vient une référence interne a laquelle on peut se référer.
te approche revient a répondre a la question « com-
nt 7» avant « pourquoi ? ». L’essentiel est de faire le lien
e ces deux questions. Une acquisition nouvelle se fait a
rtir d’acquisitions déja faites. Savoir suivre un algo-
yme peut constituer une réalité qui n’est pas moins noble

mpréhension conceptuelle.

LES REPRESENTATIONS ET
LES CONCRETISATIONS

situations concretes. Ils peuvent aussi exprimer des rela-

ons mathématiques n’ayant de réalité qu’intériorisées. La
eonfusion entre ces deux schématisations est source
"incompréhension. C’est ce que nous allons voir a partir

LIOTHEQU

Aa-CEDORESD-

ISyl i B v

Des schémas peuvent étre des modeles simplifiés de

une autre et qui peut légitimement servir de base a unq” L

p’%“
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des situations associées a la multiplication a travers
changements d’unités.

Les changements d’unités

Cas 1: représentation de OA, «objet concret »

Nous partons de la situation suivante: nous avons une
longueur OA fixe et nous voulons la mesurer avec une
unité. Avec cette unité, OA mesure 3.

, ,1 '3
07 1 A
Figure 1
1 6
: i
0 —+— H—
Figure 2

Si on change d’unité et si nous prenons une unité deux
fois plus petite, 1a mesure de OA qui était 3 va étre 6. Dans
chaque unité «ancienne», il y a maintenant deux unités
«nouvelles». Cette description verbale de la situation fai
appel au temps (avant, aprés, unité ancienne, unité nou-
velle). Elle demande aussi d’avoir bien compris le sens de
Pexpression «fois plus ».

Cette situation peut se schématiser facilement. La lon-
gueur OA étant donnée, on la mesure avec une premidre
unité, on change d’unité et on obtient une nouvelle mesure,
OA représente une méme longueur concréte et doit étre
représentée de la méme facon dans les deux cas (fig. 1 et 21

Cependant cette représentation masque un fait impor-
tant: celui qui regarde les deux figures voit bien que la
«longueur» OA n’a pas changé. Pourtant, quand 1’unité
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iminue, le nombre qui mesure cette longueur inchangée
sgmente. Beaucoup d’éleves ressentent comme une
antradiction le fait que ce qui mesure 1 (en km) mesure
(en métres), le nombre étant beaucoup plus grand
yand I’unité diminue.

2: représentation du rapport de OA a l'unité, notion
thématique

On part de I’expression «OA mesure 3 unités». Cette
pression établit une relation entre OA et I'unité.

1 3

1 1 1

01 ] A

Etant donné qu’il ne s’agit que d’une relation entre OA
, une «unité», I’unité elle-méme n’est pas précisée. On
ut donc faire varier ’unité et représenter différemment la

3

Tant qu’on ne précise pas I'unité, tous les graphiques ci-
dessus représentent I’expression « OA mesure 3 unités».
Nous ne nous intéressons plus 2 la longueur physique de
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e

OA, mais simplement a la relation numérique entre I'us
et OA. Une relation se représente par une classe de conen
tisations. La relation mathématique est la propriété ¢
mune a toutes ces concrétisations.

Les graphiques ci-dessus correspondent bien a I’exp:
sion «trois fois plus». Nous ne partons plus cette fi
d’une situation concréte, mais d’une relation intériorisé
exprimée verbalement et pouvant se représenter graphiqe
ment de fagcons multiples. Le rapport entre le graphique
Pexpression verbale est inversée: dans le premier
(cas 1), le schéma représente une situation concréte
constitue un point de départ externe. Dans le second cas, |
schéma vient décrire une relation numérique intériorisé
exprimée verbalement.

Rien n’empéche de faire varier la longueur de OA :

s
o

Le second graphique exprime bien la méme relat
entre 'unité et OA, mais il montre aussi que 'unité e
deux fois plus grande.

Si I’on mesure la représentation de OA dans le deuxién
cas avec la premiére unité, OA mesure 6.

Si la représentation est correcte du point de vue nus
rique, elle masque cependant le fait de la conservation de |
mesure de OA. Si ’on s’en tient a I’aspect visuel, aucus
des deux représentations (cas 1 et cas 2) ne rend comp
completement de la «réalité ». Dans le cas 1, nous ren
compte d’une réalité concréte, dans la seconde nous
dons compte d’une réalité conceptuelle.
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résentation d’une situation concréte et
étisation d’une relation mathématique

premiére représentation (cas 1) concernait une situa-
concréte: un segment OA était mesuré a partir d’une
. donnée. Le segment OA était une donnée extérieure
pe pouvait &tre modifiée. Ce segment était mesuré a
d’une unité. On pouvait changer d’unité et mesurer le
nt de nouveau. Nous avons une séquence totalement
*te : un objet (le segment OA) et I’action de mesurer.
peut donc se représenter toute la séquence a partir de
servation, en « faisant attention ».

ns le deuxiéme cas (cas 2), nous représentons une
n entre un segment imaginaire OA et une unité. Cette
n n’a pas d’existence concrete. Les représentations
es que nous donnons sont une fagon d’exprimer des
ons mathématiques qui existent en nous. Dans le pre-
cas, la représentation imagée représente une réalité
tive, dans le second cas la représentation imagée est
concrétisation, une projection d’une idée. La difficulté
ierprétation pour celui a qui le schéma s’adresse est
trés grande, car il peut croire que cette représentation

pie & une situation concrete, ce qui n’est pas le cas.

Pu point de vue pédagogique, ces deux classes de repré-
ions doivent étre distinguées: les premiéres représen-
ns peuvent étre données par I’enseignant comme point
départ. Les représentations de la deuxieéme classe ne
rent &tre imposées de 'extérieur. Des représentations
_méme genre doivent d’abord avoir été produites par
e & partir d’une relation qu’il aura d’abord intériori-
Alors seulement, I’enseignant pourra les utiliser sans
de confusion.

ne représentation visuelle peut donc renvoyer soit a
situation concréte, soit & une relation mathématique
ant de réalité que mentale. Une des difficultés de
ignement des mathématiques provient de cette ambi-
. L’éleve croit voir un objet concret 12 ou il devrait
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voir un objet mathématique. Mettons-nous a sa place:: |
qu’il puisse voir dans la représentation un objet mathém:

tique au lieu de I’objet concret, il faudrait qu’il connaisse
cet objet mathématique. S’il ne le connait pas, la représen-
tation imagée risque de créer un malentendu durable.
L’éleve verra des «choses » quand il devrait voir des «rela-
tions ». ,

On appellera donc concrétisation le cas ol un schéma
représente une relation intériorisée, et représentation, le ca
ou le schéma est une certaine description d’une situation
concrete. :

4

Concrétisation : projection Représentation : construction
d’une relation intériorisée d’un schéma a partir d’une
dans un schéma. situation externe:

Pour résoudre un probleme, on doit savoir faire de
concrétisations de relations intériorisées aussi bien que
représenter des situations externes. L’activité mentale dans
les deux cas est fort différente. On demande plus souvent
de faire des représentations plut6t que des concrétisations,
bien que les deux activités mentales soient essentielles.

Pourtant on peut facilement demander de produire des
«concrétisations » : comment représenter qu’une longueur
est trois fois plus grande qu’une autre, qu’un nombre est
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d’un autre. Les schémas vont étre différents d’un éleve
’autre : on pourra avoir des lignes, des points, des sur-
s.

ner un sens a des représentations mathématiques

Une représentation mathématique est  la fois « représen-
ion» et «concrétisation». Elle peut étre utilisée pour
hématiser une situation concréte, mais aussi pour expri-
mer une structure mathématique. On pourra s’amuser a
ner un sens & ces représentations mathématiques reliées
: la multiplication, et a trouver des problemes différents
*elles peuvent représenter. Comment faciliter le travail
projection de la multiplication dans ces différentes situa-

® @
(B )
o]
[TEEEE 2. : r 5 3. +.0 @
s.\/ \/ \/ . g
LANGAGE INTERIEUR
ET DYNAMIQUE MENTALE

Cet exemple illustre aussi la dynamique du travail de
représentation en mathématiques. Autant la représentation
des situations concretes doit étre précise, autant il faut
s’évader du concret en utilisant des représentations symbo-
liques et en imaginant des actions virtuelles. On imagine
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des déplacements, des actions, des événements non réali-
sés, mais conduisant & la méme représentation mathéma-
tique. Sur I’arbre, il est possible d’imaginer une succession
d’événements qui ne se sont pas produits. On peut aussi ¥
voir une représentation globale en dehors du temps. Ung
représentation mathématique offre la possibilité d’imagineg
pour aller vers une solution. Le langage intérieur mathéma-
tique n’est pas une collection de photos inertes ou d’énon-
cés figés, mais au contraire un support a I’imagination et ;
la mise en évidence de relations nouvelles.
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LA DIVISION

ition et sens de la division a Pintérieur de la langue
matique

division est 1’opération inverse de la multiplication.
on se place dans I’ensemble des nombres entiers natu-
“diviser le nombre naturel «a» par le nombre naturel
¢’est déterminer un nombre naturel «g», quand cela
 possible, de telle sorte que a = bg. Le nombre «b» est
16 le diviseur, le nombre «a» le dividende et le
bre «g» le quotient.
oujours du point de vue de la langue mathématique, la
on euclidienne du nombre entier naturel «a» par le
bre entier naturel «b» consiste 2 déterminer un couple
1) de telle sorte que a = bq + 1, avec «r» inférieur stric-
=nt au nombre «b». On appelle «quotient euclidien » le
re «q» et «reste euclidien » le nombre «r».
I’école primaire, la division se situe d’abord dans
semble des nombres naturels. A la fin du primaire, on
. place dans I’ensemble des nombres décimaux. Il arrive
si que I’on parle de «division de fractions », bien que ce
de plus en plus rare. A I’école secondaire, la division
 prolongera en particulier sur ’ensemble des réels et des
lyndmes.
La définition de la division a l’intérieur de la langue
hématique conduit a chercher le «terme manquant»
expressions du type U x a =b ou a x QO =b. La division
de cette fagon rattachée a la multiplication. Ce lien entre
1 objet nouveau, la division, et ’objet déja connu, la mul-
ication, est donc porteur de sens a Iintérieur de la
sue mathématique.
Cependant la langue mathématique est une langue écrite
dés qu’on la parle, on passe déja dans le domaine de
terprétation. L’ écriture 3 x 4 = 12 va avoir un sens diffé-
 si elle est projetée «auditivement » ou « visuellement »
yns la réalité concrete.
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1. Compréhension verbale : I’opération décrit une action

Les éléves ayant une compréhension auditive ou verbale
ont tendance a placer leur compréhension dans le temps, et
ils vont souvent imaginer facilement une suite d’actions
associées a une opération.

Il y a une grande différence entre rechercher le terme
manquant dans a x O = b et dans 0 x a = b. Pour la grande
majorité, la recherche du terme manquant dans le deuxiéme
cas est beaucoup plus difficile que dans le premier cas, et la
raison vient du sens donné a la multiplication.

Pour un éleéve qui a une compréhension auditive, I’écri-~
ture 3 x 4 se dit «3 fois 4» et évoque I'addition répéiée
3 fois de 4 éléments. Le nombre 3 est associé a un opéra-
teur agissant sur un autre nombre 4. Si ’action n’est pas
précisément déterminée, c’est-a-dire si le nombre d’addi-
tions répétées n’est pas donné, comme I’évoque 1’écriture
U x a = b, la situation semble beaucoup plus compliquée
que dans le cas contraire. Voici comment vont procéder des
enfants ayant une compréhension auditive ou verbale pour
trouver le terme manquant de 0 x 7 = 56:

1. ils inversent I’ordre des termes et cherche le terme
manquant de 7 x 0 = 56;

2. ils trouvent 8 en s’appuyant sur la table de multiplica-
tion;

3. ils utilisent la commutativité: 7 x 8 donne le méme
résultat que 8 x 7;

4. le terme manquant est donc 8.

2. Compréhension visuelle : référence a la table

Pour de nombreux visuels, la situation est souvent diffé.
rente. La table de multiplication a une valeur de vérité qui
se suffit quelquefois a elle-méme. C’est une régle co
mode. Ils apprennent souvent plus facilement leurs tab
parce qu’ils ne cherchent pas a évoquer des actions derri
la litanie des nombres. La recherche du terme manqu

peut donc se faire plus rapidement et aussi bien dans
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sens que dans ’autre. Pour eux, 3 fois 4 peut vraiment €tre
méme chose que 4 fois 3 puisque le résultat est le méme
¢t que le mot «fois» n’a pas la méme force d’évocation
pour eux que pour les auditifs.

Dans le cas des auditifs ou des verbaux, la table est
wlue» ou «entendue », alors que, dans le second cas, elle
est «vue». La premiére compréhension est séquentielle et
ordre est important. Dans la seconde, le temps n’inter-
ient pas et la multiplication est comprise globalement.

Les diverses projections de la division dans les situations

. La division est reconnue comme une opération distincte
e toutes les opérations déja rencontrées si les €leves peu-
t lui associer clairement au moins un processus distinct.
mme toutes les opérations mathématiques, plusieurs pro-
gessus peuvent étre associées a cette opération.

La division est d’abord associée au partage : j’ai 12 objets.
. les partage en trois tas égaux. Chaque tas contient
objets. SiI’on veut prévoir le nombre d’objets qui vont se
wrouver dans chacun des trois tas égaux, la division va
appliquer et nous fournir le résultat: 3 x 7 =12

A cette association entre division et partage va se substi-
r, pour la majorité des enfants de 9-10 ans, une autre
gssociation, celle entre la division et le regroupement:
opération 12 : 3 sera plus volontiers associée au regroupe-
nt des 12 objets en tas de trois. La méme équation
thématique va nous permettre de trouver le nombre de
de trois objets que 1’on peut faire avec douze objets:
x?7=12

_La division peut donc se projeter dans deux situations
: différentes. Dans la premiére, on sépare les objets en
nombre déterminé de tas égaux (trois) et I’on cherche le
mbre d’éléments contenu, dans chaque tas. Dans la
ade, on détermine comment faire un tas (avec trois élé-
ts) et ’on cherche le nombre de tas qui constitue le
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résultat numérique. Le francais distingue ces deux projec-
tions: dans le premier cas on partage en trois, dans le
second on partage par trois.

Ces deux fagons de procéder correspondent a une seule
opération mathématique: la division. Remarquons cepen-
dant que I’on peut diviser «a gauche» et «a droite», ceci
correspondant & une multiplication elle aussi «a droite » et
«a gauche ».

Division a droite: on cherche le terme manquant de
3x?7=12.

Division & gauche: on cherche le terme manquant de
7x3=12.

Si, dans I’ensemble des nombres naturels, la commutati-
vité de la multiplication nous assure de 1’équivalence
numérique des deux résultats, ces deux opérations vont se
projeter de fagons différentes dans les situations concrétes:
si 3 x 4 = 12 se lit «3 fois 4 égale 12», «3 fois» joue le
role d’un opérateur sur 4. Cela peut se représenter par 3 tas
de 4 objets. Si I'un des deux termes est inconnu, on peut
avoir deux situations:

— Dans la premiere, c’est le terme de gauche que I'on
cherche. On a donc ? x 4 = 12. L’opérateur est inconnu, c¢
qui correspond au nombre de tas. On sait par contre que les
tas sont constitués de 4 éléments. On est donc dans une
situation de regroupement.

— Dans la seconde, c’est le terme de droite que 'es
cherche. On a donc 3 x ? = 12. Cette fois on connait I’opé-
rateur, donc le nombre de tas, et 1’on cherche le nombre
d’éléments par tas. Nous sommes donc dans une situation
de partage.

Si nous avions traduit I’expression mathématique pag
I’expression frangaise « 3 multiplié par 4 », nous aurions
donné une interprétation symétrique a I’écriture mathéma-
tique et I’interprétation que nous venons de faire serait, elk
aussi, symétrique. Alors que I’écriture mathématique est
parfaitement rigoureuse, le sens de cette €criture est muh
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ple: nous sommes maintenant habitués a cette constante
i la langue mathématique qui la rend a la fois riche et
glicate dans son application.

Cette ambiguité peut devenir source d’incompréhension
enseignants et éleves. La division est d’abord présen-
comme un partage. Si le partage décrit facilement le
Itat d’une division, il ne donne pas de moyen simple
effectuer ce partage : pour partager 32 cartes entre 4 per-
anes quand on ne connait pas le résultat de la division
. 12, il faut les distribuer une 2 une; ce qui est moins
que de faire des tas de 4, donc de les regrouper. Le
upement est donc aussi un moyen simple de faire un
age. C’est d’ailleurs ce qui se passe quand on enseigne
mment faire une division. Les enfants apprennent a dire
en 12 combien y a-t-il de fois 4 ?», autrement dit, com-
en de tas de quatre puis-je faire avec 12. On donne donc
moyen de regrouper. Il est intéressant de constater que
'on croit justifier dans I’esprit des éleéves I’algorithme de la
vision alors qu’on justifie par le regroupement ce qu’on a
fini par le partage.

Les enfants, dans leur majorité, substituent progressive-
#nt le regroupement au partage méme si on ne leur parle
nais de regroupement. Comme nous avait dit une éléve
9 ans qui associait uniquement division et regroupement
# qui j’expliquais que, pour moi, ce pouvait étre aussi un
age : «Je comprends bien ce que tu dis, mais ma fagon
bien plus commode dans les problemes. »

Lette éleve donnait la clé de la substitution spontanée du
age au regroupement, méme dans des classes ou
‘emseignant n’associe pas lui-méme division et regroupe-
ent : le regroupement est un moyen, alors que le partage
- considéré comme une définition; ce qui leur permet
agir est plus fort pour eux que ce qui leur est dit. Il est
arquable aussi que la prise en compte d’un processus
e & annihiler autre : trés rares sont les éléves qui ont
science que la division peut se projeter comme un par-
et comme un regroupement.
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Ensuite, & la fin du secondaire, la division ne devient
plus qu’une opération purement numérique dans 1’esprit
des éleves. L’idée de regroupement disparait parce qu’on
ne leur en parle jamais. Seule reste une vague idée de par-
tage; et dans les situations concretes, en physique ou en
chimie, ils ne reconnaitront plus le sens de la division:
c’est une des causes des difficultés de compréhension ren-
contrées dans ces deux disciplines.

Autres sens dérivés de la division

Si le regroupement et le partage sont les deux processus
qui donnent un sens & la division, chacun d’eux peut
prendre une coloration différente. Voici quelques exemples.

La soustraction répétée

C’est une autre facon d’envisager le regroupement : pour
faire la division par n, au lieu de « faire des tas » de n objets
jusqu’a ce que tous les objets soient répartis dans les tas
égaux, on enléve n objets jusqu’'a ce que tous les objets
aient été enlevés. Le nombre de «tas» correspond au
nombre de fois ol n objets ont été enlevés.

C’est le processus qui est généralement associé aux algo-
rithmes permettant de faire le calcul: on ne fait pas réfé-
rence a des objets, mais simplement aux nombres. Poug
diviser 12 par 3, on enleve 3 de fagon répétitive jusqu’a ce
que I’on ne puisse plus le faire. Le résultat est donné par
compteur qui cumule le nombre de soustractions effectuées.

Ce sens donné a la division correspond a I’opération
inverse de la multiplication vue comme une addition
répétée.

Cas ou l'opération fait intervenir des grandeurs de naturg
différente

Certaines applications de la division font intervenir
grandeurs de nature différente : une aire et une longueur |
exemple. Quand on connait une aire et une longueur,
allons obtenir comme résultat la mesure d’une autre |
gueur.
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Alors que la multiplication associée au calcul d’une aire
se représente mentalement assez facilement (le nombre
d’éléments contenus dans une rangée multiplié par le
nombre de rangées), les enfants ne font pas appel a une
__représentation du méme type pour la division. C’est parce
_gue la division est considérée comme 1’opération inverse
_de la multiplication qu’elle nous donne le résultat: on
connait la formule donnant I’aire d’un rectangle (A = [ x L).
Pour calculer / connaissant L, on va diviser A par L. On se
place donc directement a I'intérieur de la langue mathéma-
tique, sans référence a aucun processus concret. Nous
avons 12 un exemple de la nécessité d’abandonner la repré-
sentation concréte et de se placer au niveau de la langue
pour résoudre le probleéme. Ce décollage doit devenir
conscient pour qu’il y ait encore sens.

On peut représenter la relation entre les trois nombres L,
! et A (longueur, largeur, aire) d’une part par le graphique
de gauche et d’autre part par les trois égalités de droite.
Tenter d’établir le lien entre ces deux représentations met
en évidence la structure numérique utile pour trouver la lar-
geur quand on connait I’aire et la longueur du rectangle.

fois moins : comparaison

Cette expression est symétrique de ’expression « n fois
s ». Elle ne fait explicitement référence a aucun proces-
concret particulier mais simplement a une relation
mumérique. Elle est aussi ambigué que «n fois plus»,

isqu’elle fait cohabiter les mots « fois » et « moins ».
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Une expression comme «3 fois moins » est pourtant trés
importante car elle exprime une comparaison entre deux
ensembles. Diviser en trois (division partage), c’est faire
trois paquets. On considére encore globalement tous les
€éléments. Leur organisation a changé. Au lieu de constituer
un bloc, ils sont maintenant répartis en trois paquets. Le
résultat de la division nous donne le nombre d’éléments par
paquet, mais nous continuons a considérer tous les élé-
ments de I’ensemble de départ. Par contre, si Jacques a
trois fois moins que Pierre, il faut considérer que Pierre et
Jacques ont des étres différents et que si Jacques en avait
«trois fois plus», il en aurait le méme nombre (autant) que
Pierre, ou encore que si 1’on divisait le nombre d’éléments
en possession de Pierre (division partage), un des paquets
obtenus aurait le méme nombre d’éléments que celui de
Jacques.

Quelques représentations mathématiques
associées a la division

Une des difficultés principales concernant le sens de la
division provient de la distinction entre partage et regrou-
pement. Voici deux schémas exprimant cette différence :

1 PARTAGE

@ % &
200 © ®® ..? recrourEMENT
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Le premier exprime que l’on connait le nombre de
paquets, mais que I'on ignore le nombre d’éléments par
paquet. Le second exprime que I’on connait le nombre

*éléments par paquet, mais que le nombre de paquets est
inconnu. Chaque schéma doit &tre évoqué, puis son sens

igneusement précisé : ot sont placés les «?» dans chaque
schéma ? Pourquoi? Il y a trois paquets dans le premier
¢as, dans le second cas, trois disques dans chaque tas, mais
ce nombre trois ne représente pas trois éléments dans la
véalité, il marque simplement le fait que I'on connait le
gombre de paquets ou d’éléments par paquet.

Ces schémas peuvent étre d’un grand secours pour les
visuels en particulier: ils lisent le probléme et tachent de
voir s’il est représentable par un schéma de type 1 ou de
type 2. Ils peuvent alors décider s’il s’agit d’un probleme
de regroupement ou de partage.

Les éleves auditifs pourront apprendre les deux phrases
suivantes:

«Un partage, c’est quand je connais le nombre de
paquets et que je cherche le nombre d’é¢léments contenus
dans chaque paquet. »

«Un regroupement, c’est quand je connais le nombre
d’éléments contenus dans chaque paquet et que je
cherche le nombre de paquets. »

Devant un probleéme, ils vont tenter de faire coincider la
premidre phrase ou la seconde avec le probléme a résoudre.

Ils peuvent aussi simuler le processus de regroupement
(faire des tas en connaissant le nombre d’éléments par tas)
et le partage qui consiste a distribuer les éléments un a un
comme on distribue des cartes a jouer.

L’intériorisation d’une de ces trois descriptions du
regroupement et du partage (visuelle, verbale et kinesthé-
sique) va permettre a I’éleve de décider du type de pro-
bleme rencontré et donc de le « comprendre ».
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FAISONS LE POINT

Pour évoquer ou résoudre un probléme, il faut sou-
vent imaginer des «actions virtuelles» qui vont en
transformer le sens et offrir des possibilités nouvelles de
solution.

Il faut distinguer entre représentation et concrétisa-
tion : une concrétisation consiste a représenter par un
schéma une relation intériorisée, alors qu’une représen-
tation consiste a représenter par un schéma une situa-
tion externe.

La division, comme bien d’autres opérations mathé-
matiques, peut étre associée a des processus différents:
ici il s’agit du regroupement et du partage. Une partie
du sens de la division provient de la possibilité de Passo-
cier a 'un et a Pautre de ces processus.

D’autres processus peuvent &tre associés a la division,
mais ils sont dérivés des deux précédents, comme la
soustraction répétée par exemple.

La division, comme la soustraction et la multiplica-
tion, peut constituer un critére de comparaison.

La division peut faire intervenir des grandeurs de
nature différente comme aire et longueur (ou temps et
distance, etc.). Dans ces cas, la compréhension de Popé-
ration oblige 4 abandonner les processus concrets, qui
n’ont plus de sens, pour se placer au niveau de la langue
mathématique. Alors, la division est simplement Popé-
ration inverse de la multiplication.

Ce principe est général: un objet mathématique doit
pouvoir étre associé a des aspects concrets (processus,
schéma). Mais sa définition purement mathématique,
sans référence directe a des considérations concrétes, va
permettre de résoudre des problémes concrets par pro-
jection de I’objet mathématique.
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LE LANGAGE INTERIEUR ET L’ACTIVITE MATHEMATIQUE

De PPanalyse faite 4 partir du sens des opérations de
base, on peut tirer des principes généraux s’appliquant
sux autres niveaux de Papprentissage mathématique.
Le langage intérieur se constitue autour d’un noyau
de représentations et d’énoncés rendus familiers et dont
e but est de faire le lien entre des problémes et des
«objets mathématiques 7». Ce langage intérieur donne
un sens aux concepts mathématiques et a la résolution
des problémes. '
Ce langage se développe par I'utilisation de «repré-
sentations symboliques» pouvant servir a la fois a
représenter des situations concrétes et a concrétiser des
objets mathématiques.

L’activité mathématique se développe en établissant
individuellement des liens entre des «représentations
mathématiques» différentes, des situations concrétes et
la «langue mathématique ».

L’apprentissage d’algorithmes est un moyen d’acqui-
sition de concepts mathématiques: I’algorithme intério-
risé sera le support de la définition du concept. Dans ce
cas, «apprendre » précéde « comprendre ».

On résout un probléme en faisant exister mentale-
ment la structure spatiale et/ou la séquence temporelle
des événements que décrit I’énoncé et en situant les élé-
ments inconnus dans chacune de ces structures: ce tra-
wvail constitue Pévocation du probléme. Ensuite, on
s’évade de la structure concréte pour aller vers une
représentation mathématique ou la langue mathéma-
tique. Pour effectuer cette transformation, on peut ima-
giner des «actions virtuelles» ou tenter de «projeter la
langue mathématique » dans la situation évoquée.

7. Les expressions entre guillemets sont définies dans les textes qui

précdent.
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Cela précise ’entrainement mental a effectuer pour
pénétrer le sens de Pactivité mathématique:

1. Evoquer un énoncé du point de vue spatial etfou
séquentiel.

2. Associer des représentations mathématiques aux
évocations précédentes. Pour cela, il faut établir des
liens entre des représentations différentes. Ce travail de
traduction d’une représentation est un geste mental
essentiel a la compréhension mathématique.

3. Une langue mathématique autonome est indispen-
sable pour résoudre des problemes concrets. Cette
langue unique se projette dans les formes multiples de
la réalité concréte. La projection de la langue mathéma-
tique dans la réalité est aussi un geste mental essentiel a
la compréhension mathématique.

Cette activité mentale s’exerce dés le début de
Papprentissage mathématique et se développe aussi
longtemps que se poursuit cet apprentissage. De ce
point de vue, il n’y a pas de rupture selon I’dge ou le
niveau,




VIII

L’algebre

La rencontre avec ’algébre est souvent une mauvaise
rencontre. Soudain le sens échappe, le comportement se
fait mécanique. Et pourtant, la présence de I’algébre n’est
pas éphémere. Elle devient méme le moyen d’expression
favori de I’activité mathématique. Tout comme la rencontre
avec la démonstration, il s’agit d’un des moments les plus
importants de I’apprentissage mathématique.

L’algebre est tristement associé aux multiples avatars de
la lettre «x ». L’algébre, ce sont des calculs toujours faux et
4 jamais mystérieux, les problemes «résolus» magique-
ment, les équations aux équilibres instables et les inéqua-
tions a orientation aussi permanente qu’une girouette.

Nous nous limiterons aux représentations, donc au sens,
qu’un éléve peut se donner du calcul algébrique, de la
notion de variable, de la résolution des problémes «par
I’algébre », de la résolution des équations et des inéqua-
tions. Ce sera I’occasion de préciser le fonctionnement du
langage intérieur en mathématique et de caractériser I’évo-
cation particuliére au mathématicien.
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LE CALCUL ALGEBRIQUE

Nous appellerons calcul algébrique toutes les transfor-
mations conduisant a des identités: a (b +c¢) =a.b + a.c est
une identité car 1’égalité est vraie quelles que soient les
valeurs attribuées aux lettres a, b et c. En revanche, I’éga-
lité x + 5 = 3 n’est vraie que pour certaines valeurs données
a la variable : c’est une équation.

Que veut dire 3x7 En troisiéme !, certains éléves ne
savent pas, ne savent plus ou ne savent pas toujours. IlIs ne
savent pas parce que le sens de ce «x» n’est pas clair. Ils
ne savent pas parce que I'écriture 3x n’a jamais été évo-
quée, c’est-a-dire associée a ce qui est déja connu.

Cette écriture est souvent évoquée différemment selon
les valeurs données a x. Voici comment procédait un éléve
de troisieme, certes en difficulté en mathématiques, mais
d’un niveau convenable dans les autres disciplines. Si x est
remplacé par 0, 3x devient 30. Si x est remplacé par -2,
3x devient 3 - 2, soit 1. Si x est remplacé par 3, 3x devient 9.
S. pouvait énoncer la régle qu’il appliquait: il y a le cas ol
x est nul, celui ol x est négatif et celui ol x est positif. S.
n’utilise que les nombres entiers. C’est une des multiples
régles que S. se donne, régles ne s’appliquant que dans des
cas tres restreints. Par exemple, il n’a jamais écouté ce
qu’il disait quand il pronongait «trois x ». Il comprend bien
«3 pommes », mais «trois x» n’avait pas le méme sens
parce qu’en mathématiques «ce n’est pas pareil ». Auditif,
il n’évoque rien en mathématiques de facon auditive. Les
mathématiques ne se parlent pas, ne s’écoutent pas.

11 faut dire que le calcul algébrique repose sur des nota-
tions fort ambigués: il n’y a pas de symboles entre le 3 et
le x, pourtant il faut imaginer une multiplication. Quand on
écrit 3 - 2x, il faut calculer deux fois x et ensuite enlever ce
qu’on vient de trouver a 3. Il suffit de faire un programme

1. Secondaire 4 au Québec.
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pour qu’un ordinateur fasse ces calculs a partir d’expres-
sions algébriques écrites de cette facon pour comprendre la
quantité d’ambiguités qu’il faut lever.

Les éleves qui ont de graves difficultés en calcul algé-
brique ne savent pas calculer, méme avec des nombres
entiers; et ceux qui savent calculer avec des nombres
entiers et qui ont des difficultés en algébre n’ont jamais
pensé a faire le lien entre la forme des calculs qu’ils font
avec des nombres et le calcul algébrique. Qu’est-ce que
veut dire savoir calculer avec des nombres entiers ? C’est
savoir faire mentalement des calculs comme 3 x 4 - 5 ou
3% (-3) + 4, ou encore 3 x (3 + 4). C’est aussi, une fois le
calcul effectué, prendre conscience de la forme du calcul
effectué.

Ces lois peuvent s’établir fort naturellement si I’on fait
un peu de calcul mental.

Le calcul mental, support au calcul algébrique

8i I’on demande de faire mentalement le calcul 12 x 23,
_eertains vont essayer d’utiliser des techniques visuelles. Ils
_vont écrire sur un écran mental I’opération comme ils la
_posent par €Ecrit et I'effectuer de la méme fagon. D’autres
sont incapables d’un tel effort de visualisation et vont dire
que «multiplier par 12, c’est multiplier par 10 et par 2 et
Jlmire la somme». Autrement dit, ils vont se dire
0 x 23 =230, 2 x 23 = 46, d’ou la réponse 276. Les tech-
miques de calcul mental ne se limitent pas 13, et il suffit de
demander aux éleves d’expliquer comment ils procédent
pour obtenir des méthodes quelquefois surprenantes, mais
souvent intéressantes.

La connaissance des tables est indispensable. Nous
vons donné dans la partie traitant de la multiplication
goelques méthodes simples pour apprendre les tables.
Qu’ils utilisent ou non une méthode auditive pour faire
les calculs, tous comprendront comment on peut calculer a
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partir d’'une décomposition des nombres. Ainsi, pour calcu-
ler 12 x 23, on fait 10 x 23 + 2 x 23.

Donc 12 x23 = (10 + 2) x 23 = 10 x 23 + 2 x 23. Un
€leve faisant facilement ce genre de transformation ne sera
pas trés surpris quand on lui parlera de la distributivité de
la mutliplication sur I’addition: (a + b) ¢ = ac + bc. Il aura
dans son langage intérieur ce qui lui permettra d’associer la
propriété a des procédures déja utilisées.

Le calcul mental est beaucoup plus efficace que le calcul
€crit pour donner ensuite un sens au calcul algébrique, sans
doute parce que les manipulations mentales obligent 2 la
prise de conscience des procédures utilisées et s’appuient
sur ce qui est simple et chargé de sens.

L’ordre de priorité des opérations

Comment se souvenir que, pour calculer 5 + 3 x 4, il faut
d’abord effectuer la multiplication puis I’addition. 1 y a la
solution de I’apprendre «par cceur», soit auditivement
(apprendre la comptine «on fait les multiplications avant
les additions ») ou visuellement

1 - la multiplication x
2 - Paddition +

S’il ne faut pas négliger de tels moyens, qui peuvent
quelquefois régler bien des probleémes, ils sont cependant
insuffisants pour donner un sens 2 cette régle.

Un probléme, quel probléme ?

11 faut d’abord qu’il y ait prise de conscience du pro-
bleme. On apporte trop souvent des solutions a des pro-
blémes que les €léves ne se sont pas posés. Les deux exer-
cices suivants ont pour but d’insister sur I’importance de la
position relative des signes d’opération et des parenthéses.
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1. Pour chaque ligne, vous disposez d’un signe + et d’un

signe x. Vous pouvez placer ces signes ou se trouvent des

pointillés dans I’écriture suivante. Placez ces signes de

facon 2 obtenir le résultat le plus grand possible.
5..7..4

6.7..4
3..4..12
3..(4..12)

2. Méme question, mais cette fois vous disposez de deux
parentheses, une ouvrante « (« et une fermante ») ».

wSax 3+ 4

WS+ 3lx 4

LIT0 L+ 3 X2

W10 x L3+ 2

Toujours pour prendre conscience de I'importance de la
position relative des signes d’opération, on peut faire des
exercices de traduction du frangais vers I’expression numé-
rique et de I’expression numérique vers le frangais:

3. Ecrivez l’expression algébrique correspondant aux
phrases suivantes:

Je multiplie 3 par 5 et j’ajoute 7.

Jajoute 3 & 5, puis je multiplie par 8.

Je multiplie 5 par 5 et j’ajoute 5.

J’ajoute 3 4 5, puis je multiplie 4 par 8 et je fais la
somme.

Je prends 10, ensuite je multiplie 4 par 3 et je fais la
somme.

4. Traduction de I’expression algébrique vers le frangais.
Ecrivez les phrases correspondant aux expressions algé-
briques suivantes :
(10+4)x5
15-2x3
(15-2)x3
10x3+(5-4) x5
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Les deux exercices précédents ont pour but de faire un
lien entre ’expression numérique et le francais. Ces exer-
cices posent le probleme, donnent une expérience et créent
des liens entre des expressions numériques et des phrases
frangaises compréhensibles. Ces phrases font un lien entre
Ia structure numérique et une séquence temporelle. On peut
aussi créer des liens entre I’expression numérique et des
représentations géométriques.

LA VARIABLE ET I’INCONNUE

Premier écueil : qu’est-ce que ce x dont on parle tant en
mathématiques ? Une inconnue. L'inconnue, c’est «ce
qu’on cherche », «ce qui manque». Ce terme est prudem-
ment non défini en mathématiques. Il semble apparaitre en
méme temps que «1’équation », autre terme partout présent
mais tout aussi peu clair: I’équation c’est «quand il y a une
inconnue & trouver ».

L’inconnue est cousine de la variable. Mais la variable
n’est pas plus définie que I'inconnue. La pédagogie a intro-
duit «la boite» pour parler de la variable. Cette boite
contient un nombre, ou peut contenir un nombre, on ne sait.
On peut la représenter par D Cette boite a de grands
mérites pédagogiques, mais que se produit-il quand elle est
vide ? Est-elle en attente de nombre? Ou contient-elle
zéro? Ce zéro cause beaucoup de problemes, méme en
troisi¢me. Peut-on mettre zéro dans cette boite ? Mais si
I’on place zéro dans la boite, il y a quelque chose dans la
boite, et zéro, ¢’est rien. Alors...

J’ai eu ce genre de discussion trés souvent. On voit
encore une fois que la représentation personnelle et jamais
dite fonde le sens de I’écriture mathématique. La variable,
vue comme une boite, va trainer cette boite et tous les pro-
blémes de sens accompagnant les tentatives de concrétisa-
tion.

Au cours de telles discussions, des éléves proposent de
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remplacer le carré blanc par un carré noir, «comme ¢a on
voit que le carré cache un nombre écrit en dessous». C’est
peut-étre mieux, puisqu’une variable numérique peut &tre
remplacée par un nombre. D’autres proposent un point
d’interrogation. De tels échanges, dans lesquels on cherche
2 inventer des représentations, permettent de préciser les
sens divers et cachés que I’on donne déja aux termes
mathématiques. Tenter de trouver d’autres représentations,
d’en préciser les sens possibles et de mettre en évidence les
ambiguités va permettre de savoir ce qu’on met sous les
symboles que 1’on choisit. Une schématisation, méme dis-
cutable et & condition d’étre discutée, peut conduire a des
représentations mentales plus précises.

Associer un carré noir plut6t qu’un point d’interrogation
peut révéler une interprétation trés différente du sens donné
A cette équation, ces deux interprétations conduisant a des
méthodes distinctes de résolution.

Interprétation visuelle et interprétation verbale
d’une équation : deux sens différents

Une interprétation visuelle est essentiellement spatiale et
le temps n’intervient pas. X «cache» un nombre présent,
mais qu’il s’agit de découvrir; «x» est déja ce nombre.

Une interprétation verbale consiste a considérer x
comme le résultat d’opérations 2 faire. Tant que 1’opération
n’est pas faite, x n’est rien.

Pour savoir si un éleéve donne 'une ou I'autre de ces
interprétations, on peut lui demander de faire un choix
entre les deux représentations de I’équation: x + 4 = 8.

1. Premiére interprétation:
O +4=38
Le carré noir cache un nombre et on essaye de le trouver
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en procédant éventuellement par substitution. Résoudre
I’équation, c’est trouver le nombre caché derriére le carré
noir.

2. Deuxie¢me interprétation :
2)?7+4=8

en précisant qu’on a placé un «?» pour indiquer que I’on
ne peut pas imaginer un nombre a placer avant d’avoir
trouvé I’opération et effectué le calcul correspondant. Der-
riere le «?», il n’y a rien. Ce n’est que 'indication de
Pendroit on il faudra placer plus tard le résultat d’une opé-
ration ou d’une suite d’opérations qu’il reste 2 faire.

Résoudre I’équation dans ce cas, c’est trouver les opéra-
tions qui vont permettre de calculer le nombre que I’on
écrira 2 la place du point d’interrogation.

Dans le premier cas, . est déja un nombre alors que
«7» n’est rien. Dans le premier cas, il est 1égitime d’ajouter
un nombre au nombre . + 4, alors qu’il n’est pas légitime
de le faire dans le cas de ? + 4 puisque ce n’est pas encore
un nombre. Ce ne sera un nombre que plus tard, quand le
calcul aura été effectué.

Dans chacun des deux cas, le sens de ce qui est inconnu
est fort différent : un nombre ou les opérations qui vont per-
mettre d’obtenir le nombre. On retrouve 1’approche
visuelle qui tend & donner un sens immédiatement & une
écriture alors que I’approche verbale va se placer dans la
durée et rechercher un processus.

Ces deux interprétations correspondent aux deux sens
donnés au signe d’égalité: pour les visuels, le signe =
signifie facilement que les deux membres de I’égalité
représentent le méme nombre: + 4, c’est la méme
chose que 8. Par contre pour les verbaux, il n’y a pas de
symétrie entre les deux membres du signe d’égalité. II se lit
de gauche a droite, et indique le résultat d’une opération:
on a un nombre que I’on cherche, que I’on ajoute a2 4, et le
résultat donne 8. Cette égalité n’est pas satisfaisante et ils
vont tendre a la remplacer spontanément par 8 - 4 = .
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La variable

Au lieu de tenter de définir «la notion de variable », nous
allons simplement décrire ce que I’on peut faire avec une
variable : une variable numérique est une lettre que I’on
peut remplacer par un nombre. On peut imaginer que le
nombre est 14 et qu’il nous faut le découvrir, ou au
contraire qu’il n’y a rien et qu’il nous faut trouver les opé-
rations qui vont nous permettre de le calculer.

On ne sait rien de plus sur I’objet « variable », mais on en
sait un peu plus sur ce que ’on peut faire avec cet objet.
Dés lors, il faut préciser autant que possible les modalités
de cette action. En particulier, si I’on peut remplacer cette
lettre par un nombre, il faut préciser les nombres pour les-
quels cette substitution est possible avant de commencer
toute résolution. Il ne s’agit pas seulement d’une nécessité
mathématique de nature formelle, mais d’une nécessité
pour qui veut donner un sens a ce qu’il fait. Le flou engen-
dré par I’absence de cette précision fait que les éleves don-
nent des réponses quelquefois difficiles & interpréter: un
éleve peut affirmer que 1’équation 3x + 5 = 20 peut avoir
une solution, mais que I’équation 3x + 5 = 9 n’en a pas,
tout simplement parce qu’il ne cherche que des solutions
entieres, et, dans ce cadre-l3, il a raison.

On ne peut donc parler de variable sans préciser
I'ensemble des nombres qui peuvent lui étre substitués. En
particulier les calculs algébriques, c’est-a-dire les calculs
_avec des lettres, ne peuvent prendre leur sens qu’a partir
des nombres qui sont susceptibles de remplacer ces lettres.
Nous avons donc pris I’habitude, chaque fois qu’une

variable apparait, de préciser les nombres qui peuvent lui
2tre substitués. Avant de commencer un calcul algébrique,
on demande explicitement aux éléves de se représenter ces
nombres. Ensuite seulement on passe au calcul. A notre
grande surprise, cette simple habitude a permis a certains
éleves de donner tout d’un coup un sens aux calculs qu’ils
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La variable associée a une grandeur

Une variable est souvent associée a une grandeur,
comme un poids, une longueur, un ige. Bien des €leéves ont
alors I’impression que la variable ne remplace pas un
nombre mais un objet physique. La «hauteur» qui apparait
dans une figure est un segment qui a une position particu-
lizre. La «hauteur» qui apparait dans une formule d’aire
représente un nombre. La confusion entre I’objet géomé-
trique et sa mesure est trés génante. Il ne s’agit pas 1a de
purisme, mais d’une imprécision qui entrave la compréhen-
sion, et en particulier des éleves les plus faibles. Il semble
qu’il faille faire cette clarification le plus tot possible.

L’acquisition d’une notion nouvelle se fait par extension
de ce qu’on sait déja faire. Il n’y a jamais rupture dans
I’apprentissage, mais continuité et élargissement. C’est
dans la mesure ol un lien se fait entre ce qui est nouveau et
ce qui est déja intériorisé que la nouvelle connaissance
prend racine. Et comme Monsieur Jourdain, les éleves
résolvent déja des équations sans le savoir. Si 'on fait
remonter ce savoir-faire, les liens avec la suite seront plus
faciles et plus naturels et le langage intérieur va jouer son
role assimilateur.

Avant de faire des mises en équations, les €léves ont déja
utilisé ces «mots qui remplacent des nombres» dans des
formules d’aire ou de volume. Ces formules ont été
apprises. Comme elles font partie du «langage intérieur»,
elles peuvent &tre utilisées pour approfondir le r6le de la
variable dans les problémes et donner un certain sens au
calcul algébrique.

Partons de la formule donnant I’aire d’un triangle :

base x hauteur bxh
Aire = ——————— ouencore: A=
2 2

Les éléves (sixieme, cinquiéme) 2 font des exercices ol
ils doivent substituer des valeurs numériques a b et a h et
faire le calcul. Ils sont beaucoup moins habitués a trouver

2. Secondaire 1 et 2 au Québec.
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des figures géométriques associées a ces formules. Les
deux activités ne sont pourtant pas du tout de la méme
nature.

Voici un probléme : « Tracez des triangles dont I’aire est
de 18 cm? et la base 9 cm. »
bxh

, on peut remplacer la base

(b) par 9 et I’aire (A) par 18, c’est-a-dire 18 = 2 zx h .

Dans la formule A =

Pour trouver la solution, il n’y a pas de régles a suivre
puisque les régles du calcul algébrique ne sont pas encore
connues. 11 faut se débrouiller, donc faire appel a ce qu’on
sait et, mieux encore, tenter de le faire mentalement.

Certains, et surtout des visuels, vont dire qu’ils voient le
4: «Si a la place du h il y a 8, ¢a marche. » D’autres vont
raisonner verbalement: pour avoir 18, il faut que 9 x h
égale 36, donc il faut que h vale 4. Pour I’instant, les éleves
travaillent avec des expressions linéaires et il n’y a au plus
qu’une valeur numérique qui vérifie ce genre d’équations.
11 suffit donc de la trouver. Quelles que soient les méthodes
utilisées, surtout obtenues mentalement, elles ont un sens
pour I’éleve.

Dessinons maintenant des triangles dont 1’aire est de
18 cm? et la base de 9 cm. On sait maintenant que la hau-
teur est de 4 cm.
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Chaque éléve peut donner une solution différente a ce
probléme: les triangles ne sont pas les mémes. Pourtant ils
ont tous la méme aire.

Le calcul nous donne une seule valeur, mais nous avons
une infinité de configurations possibles. Ce que le calcul
détermine ce n’est que la longueur de la hauteur et non pas
Ia position de la hauteur elle-méme: c’est ce qu’on veut
dire en disant trouver la «hauteur». Le sens de la variable
se trouve donc précisé: ce n’est pas un objet géométrique
qu’elle représente mais un nombre !

Partir de ce que les éléves savent déja faire

On peut faire le méme genre de travail a partir de chaque
formule : on fait d’abord un calcul direct (appliquer la for-

bxh | . s
mule A = — puis on fait marcher «la machine a I’en-

vers» pour calculer h connaissant A et b) et I’on projette
dans des situations géométriques (on dessine certains des
cas possibles). On ne fait d’abord qu’appliquer, puis on fait
des liens a I’intérieur du langage mathématique et enfin on
projette dans des situations concrétes. Ces trois temps cor-
respondent & des compréhensions différentes: d’abord on
comprend comment appliquer, puis on comprend comment
reformuler et enfin on comprend comment projeter dans
une situation concrete.
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Modifier la perception pour influencer I’évocation

On peut faire un travail analogue avec le trapéze: la for-
mule de I’aire est plus compliquée, mais aussi plus intéres-

B+b)xh
sante: A = (~———-—2—)—§—— Connaissant la hauteur (h), I'aire

(A) et la grande base (B), le calcul de (b) demande une
manipulation mentale plus importante. Quand les nombres
sont assez petits, la plupart des éleéves qui ont appris leurs
tables y parviennent assez naturellement parce qu’ils ne
s’appuient pas sur des régles arbitraires, mais sur le sens
qu’ils ont donné a cette formule. D&s que les nombres
deviennent plus grands, les difficultés commencent. Il ne
s’agit plus de reconnaitre, mais de se donner des moyens
généraux de trouver la solution. Supposons que 1’aire est de
286 cm?, que la hauteur est de 13 cm et la grande base de
27 cm. 11 faut trouver la petite base. La méthode visuelle de
substitution ou la méthode auditive qui consiste a trouver
I’opération qui va permettre de faire le calcul peuvent &tre
difficiles en raison de I’apparente complexité de I’expres-

SIO: 27 +b)x 13
286 = —————
2

En revanche, il suffit de cacher (27 + b) x 13 pour que la
situation s’éclaire :

286 e

2

Qu’est-ce qu’il faut mettre sous le rectangle noir? Le
double de 286, soit 572. Ce qui est caché vaut donc 572.

Donc (27 + b) x 13 = 572.

Continuons a cacher ce que I’on cherche

13 =572
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11 faut diviser 572 par 13, ce qui donne 44.

On arrive a: 27 + b = 44.

Certains vont préférer résoudre 27 + l =44

que I’équation écrite sous sa forme plus classique.

En procédant de cette facon, I’enseignant ne fait que
modifier I’apparence de 1’équation a résoudre sans donner
une méthode de résolution. En modifiant I’apparence de
I’équation, on ne fait que contraindre 4 une évocation nou-
velle. L’éleve crée automatiquement un lien entre 1’objet
nouveau qu’on lui présente et ce qu’il sait déja faire.

On va poursuivre avec d’autres formules et on pourra
demander aux éléves de faire eux-mémes le travail qui
consiste & cacher ce qui est accessoire pour mettre en €vi-
dence le calcul simple qu’il faut d’abord faire. Evoquer une
expression algébrique pour faire un calcul consiste a déga-
ger des structures englobant d’autres structures. Cacher ce
qui est accessoire revient a éduquer ce regard particulier.
Comme on peut le constater, il s’agit bien d’une évocation,
c’est-a-dire d’une transformation mentale de ce qui est
pergu pour réaliser un projet. C’est a ce niveau qu’il semble
le plus efficace d’agir.

Des exercices de ce genre, qui ne demandent que la
connaissance des formules d’aire, conduisent a faire menta-
lement et naturellement des manipulations qui donneront
leur sens aux manipulations algébriques qui viendront plus
tard. Voici quelques suggestions d’exercices qui vont dans
le méme sens:

— Trouver des formules pour des volumes plus compli-
qués et faire des opérations analogues.

— S’assurer de la connaissance des tables et demander de
résoudre mentalement les exercices suivants:

e La base d’un rectangle est le double de sa hauteur. Son
périmetre est de 30 cm. Calculez la hauteur et la largeur.
Dessinez le rectangle et vérifiez.

e On connait ’aire d’un triangle. On double sa base. On
double sa hauteur. Par quel nombre doit-on multiplier son
aire ?
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e On connait ’aire d’un triangle. On multiplie sa hauteur
par 2. Comment modifier sa base pour conserver la méme
aire ? Dessiner un exemple.

Ces exercices, qui partent de propriétés géométriques,
visent, rappelons-le, a générer un langage intérieur qui
ensuite assimilera les régles du calcul algébrique. Leur effi-
cacité est d’autant plus grande qu’ils sont faits mentale-
ment.

Des jeunes gens qui n’avaient plus fait de mathématiques
depuis plusieurs années et qui n’avaient alors qu’un niveau
de fin de primaire ont réussi a effectuer les activités précé-
dentes aprés un entrainement assez sommaire au calcul
mental : apprentissage des tables, calculs mentaux simples
puis détermination des formules d’aire. Le principe est de
s’assurer qu’une nouvelle notion n’est introduite que si
I’éleve a déja intériorisé les moyens de I’interpréter.

Les opérations effectuées mentalement s’appuient sur
ce qui a déja un sens

Nous avons remarqué que des éléves peuvent avoir un
comportement mathématique paraissant absurde avec un
crayon et du papier et retrouver un comportement sensé
quand on leur demande de faire mentalement la méme
chose, et cela quel que soit leur niveau. Une équation du
type ax + b = ¢ peut étre facilement résolue mentalement,
alors que sa résolution par écrit va échouer parce qu’elle va
se résumer en une suite d’applications mécaniques de
régles non ma’ltrisées. On retrouve le méme phénomeéne
avec des éleves de terminale qui appliquent de facon
absurde, par écrit, des régles de dérivation alors que, men-
talement, ils effectuent correctement le calcul. Quand on
doit travailler mentalement, on va au plus simple et au plus
signifiant.
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LA RESOLUTION DES PROBLEMES
«PAR I’ALGEBRE »

11 s’agit de traduire algébriquement une situation géomé-
trique ou un probleme exprimé en langue naturelle, puis de
faire fonctionner automatiquement la machine algébrique
pour trouver la solution. I1 y a donc deux temps: la mise en
équation et la résolution de ces équations.

La mise en équation exige une familiarisation préalable
avec la langue algébrique

La mise en équation des problémes est souvent difficile.
En terme d’évocation, il s’agit d’utiliser un langage inté-
rieur algébrique pour traduire un probléme exprimé dans la
langue quotidienne. Selon la définition que nous avons
donnée de la langue intérieure, celle-ci doit étre familiere et
son sens évident. Or, la résolution algébrique des pro-
blémes se fait 3 un moment ot la langue algébrique est
totalement étrangére a I’éléve. On espere méme donner un
sens a cette langue par la mise en équation des problémes.
On le voit, on se place dés le départ dans une situation
pédagogique trés difficile. Il est donc nécessaire de se fami-
liariser avec la langue algébrique avant d’aborder la mise
en équation.

Les exercices que nous avons présentés dans les pages
précédentes ont pour but de donner un sens a I’écriture
algébrique: le lien entre calcul mental et identité algé-
brique va fonder le sens de certaines lois: distributivité,
commutativité, associativité, produit de binémes. L’ ordre
de priorité des opérations peut €tre associé a des projec-
tions géométriques. Les formules donnant des aires, des
volumes ont déja une forme algébrique qu’il est naturel de
transformer et de projeter ensuite dans des situations géo-
métriques. Nous avons vu que ces projections précisent le
sens des formules algébriques tout en mettant en évidence
la signification de la variable: il s’agit d’un nombre et non
pas d’un objet géométrique.
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La langue algébrique est une langue étrangére qui peut
servir 2 exprimer des réalités plus ou moins concrétes. Si
I’on fait des mises en équations trop t0t, on place les éléves
dans la situation d’utiliser cette langue comme moyen
d’expression avant de la connaitre. Imaginons que I’on
demande & ce méme éleéve de s’exprimer en anglais sans
jamais en avoir entendu un mot: on considérerait la situa-
tion absurde. L’ apprentissage des langues passe d’abord par
la version: on traduit dans la langue qu’on connait bien la
langue que ’on ne connait pas encore. Alors I’apprentis-
sage peut méme étre spontané; les enfants peuvent
apprendre les rudiments d’une langue étrangere en écoutant
la télévision. L’apprentissage n’est possible que si I’évoca-
tion est possible, donc s’il y a présence d’un langage inté-
rieur capable d’assimiler ce qui est inconnu. Il est donc
naturel de traduire d’abord une langue algébrique nouvelle
dans des situations familieres, et non de faire le contraire,
ce que I’on fait souvent lors de la «mise en équation ».

La construction de représentations géométriques asso-
ciées a des formules procéde déja de ce principe. On peut
aussi donner des équations simples et demander de leur
associer des problémes. L’éleve pourra choisir le probleme
dans une petite liste, puis imaginera Iui-méme des pro-
bleémes correspondant & des équations données. Des pro-
blemes différents vont correspondre & la méme équation.

Exemple : Trouvez les problemes qui peuvent étre asso-
ciés a I’équation suivante:
4 x50 xx =3000

Problémes:

1. Nous sommes quatre a peindre I’intérieur d’un super-
marché. Chacun de nous peint 50 m? par jour. Nous avons
3 000 m? a peindre. Combien de jours devrons-nous tra-
vailler ?

2. Voici un champ constitué de quatre parcelles égales
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dont I’aire totale est de 3 000 m? (figure 1). Trouvez la lar-
geur de chaque parcelle.

- 7 B 50m
* Figure 1

3. Un champ a la forme d’un carré. 1l est constitué de
quatre parcelles (figure 2). La parcelle grise a la forme d’un
carré. Le périmetre du champ est de 3 000 m. Trouvez le
c6té de la parcelle grise.

2

~g- 50 m- Figure 2

En tentant de faire le lien entre I’équation et les trois pro-
blémes, on donnera un sens différent a la variable x. Les
calculs ont aussi un sens différent. Par rapport a 1’équation,
la troisieme situation est absurde. Il faut trouver et dire
pourquoi. En multipliant les exercices de ce genre, le sens
des équations et I'utilisation des variables vont se préciser.

On leur présentera ensuite des syst®mes d’équations
qu’ils devront tenter de mettre en relation avec des pro-
blemes. En effet de nombreux problémes qu’on leur
demande de mettre en équation sont en fait des systémes.
On en donne un exemple dans le paragraphe suivant.

Puis les éléves vont commencer a imaginer des pro-
blemes correspondant aux équations proposées. Ensuite
seulement on pourra passer i la mise en équation.
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Les différences de sens d’une écriture algébrique
selon les modalités de I’évocation

La différence entre les deux types de résolution provient

du fait que I’auditif se place dans la durée pour résoudre un
probléme, alors que le visuel se place dans I’espace. Il
s’ensuit deux facons trés différentes d’aborder la mise en
équation.
Exemple : Jacqueline a trois fois I’dge de Marthe. Jacque-
line a la moitié de I’Age de Francoise. Si I’on additionne
I’age de Marthe, de Jacqueline et de Frangoise, on obtient
110. Quel est I’Age de Jacqueline, Marthe et Frangoise ?

Solution verbale : le sens provient des calculs a faire et
de leur organisation temporelle

Un éléve verbal doit étre capable de donner I’énoncé
verbalement sans avoir a se reporter au texte écrit avant de
commencer la résolution.

La premigre phase de la résolution consiste a traduire
algébriquement le probléme. L'éleve verbal va chercher
plus facilement la transformation ou le calcul qui donne
I’age de I'une en fonction de I’dge d’une autre. Pour obte-
nir ’age de Jacqueline (J), on doit multiplier I"age de
Marthe par 3, ou encore Jacqueline est trois fois plus agée
que Marthe. Aprés avoir énoncé cette relation, on la repré-
sente de cette fagon:

M ————p ]

La fleche traduit que ’Age de Marthe est connu avant
que 1’on connaisse 1I'age de Jacqueline. L’écriture donne le
moyen de faire le calcul: on multiplie par 3 I'4ge de
Marthe.

On peut ensuite écrire: 3M =]
ou encore: J = 3M

Le signe d’égalité a clairement le méme sens que la
fleche et signifie «donne» dans le premier cas, alors que
dans le deuxiéme cas il signifie que J est obtenu par le cal-
cul 3 x M.
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On peut aussi représenter la relation entre ’age de Jac-
queline et de Frangoise de cette fagon:

2] ———» F
ouencore: F=2J

On peut ensuite demander: Quel est ’Age que I'on
connait d’abord? Quel est I’dge que I’on peut calculer
ensuite ? Enfin I'4ge de qui peut-on finalement calculer ?
Bien situé dans le temps, I’ordre des calculs se fait simple-
ment: on commence par Marthe, puis on obtient Jacqueline
et ensuite on peut calculer I'dge de Frangoise. C’est la prise
de conscience de I’ordre dans lequel le calcul est possible
qui va «donner I'idée» d’exprimer I’age de Jacqueline et
de Francgoise en fonction de Marthe.

L’accélération de la séquence permet de déduire la rela-
tion nouvelle :

2(3M) ————» F
Soit encore :

6M —u - F
ce qui revient a dire que Francoise est 6 fois plus 4gée que
Marthe, ce qui s’écrit aussi: 6M =F

Maintenant, I’dge de Marthe plus I’age de Jacqueline
plus I’dge de Frangoise donnent 110. On a donc:

M+J+F=110
soit en calculant d’abord I’age de Jacqueline, puis I’age de
Francoise:

M +3M + 6M = 110
donc M = 11.

Tout dans cette solution se place dans la durée: I’inter-
prétation du probléme, la mise en équation, la résolution.

Solution visuelle : la solution se dégage du rapprochement
de représentations imagées

Voici maintenant une fagon visuelle de résoudre le méme
probléme. Un éléve visuel va trouver trés compliqué toutes
les relations temporelles qui vont constituer la trame de la
compréhension de son camarade verbal. Il veut voir tout le
probléeme d’un seul coup.
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On va représenter 1’dge de Marthe par un segment et
I'age de Jacqueline et de Frangoise par des segments cor-

respondants:
MI l

J bt
i
i

el

e SR
sulpan  swlen

Au total, il y a 11 segments:: il suffit de compter. En divi-
sant 110 par 11, on a I’age de Marthe. La solution est
immédiate. Elle semble magique a I’auditif.

Nous n’avons méme pas introduit la fameuse variable
«X», mais le premier segment est une variable. Il repré-
sente un nombre inconnu. Il n’a de sens que dans la mesure
ol il permet d’exprimer 1'dge de Jacqueline et de Fran-
coise. C’est une concrétisation 3 et non pas une représenta-
tion.

Au lieu du petit segment, utilisons «x»: son sens est le
méme. Il permet d’exprimer visuellement toute la situa-
tion:

3x =]
2} =F
x+J+F=110

Le signe d’égalité exprime que 3x et J ne sont que deux
écritures différentes mais équivalentes, tout autant que 2 et
F. Le temps n’intervient plus. A la place de J, rien
n’empéche d’écrire 3x dans la derniére égalité puisque
c’est la méme chose. F peut s’écrire aussi 6x. Ce ne sont
que des expressions différentes d’une méme réalité. On va
donc écrire en une seule fois :

3x=1J

6x=F
X +3x+6x=110

3. Voir le chapitre 7 pour la définition des termes « concrétisation » et
«représentation ».
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Le signe d’égalité n’indique plus le résultat d’une opéra-
tion. I n’y a plus d’avant ni d’aprés, mais simplement
I’équivalence d’expressions.

La mise en équation n’a pas le méme sens pour un verbal
ou un visuel. Dans le cas du verbal, les équations expri-
ment des transformations ou des calculs s’effectuant dans
un ordre qui leur donne leur sens. C’est en cherchant quel
doit étre le premier calcul a faire qu’il trouve la stratégie de
résolution. Pour un visuel, 3x et 6x expriment des états. Le
temps n’intervient pas. Toutes les égalités sont simultanées.

Le moment de la mise en équation vient donc aprés que
I’écriture algébrique a déja pris son sens. Si on ne dispose
pas d’ordinateur, le seul fait de donner des noms significa-
tifs aux variables ne pourra suffire 2 donner un sens 2 la
langue algébrique. En effet, en plus de I’ambiguité qui fait
qu'un nom ne représente pas un objet concret mais un
nombre, c’est toute la structure d’une phrase algébrique qui
doit avoir un sens et non pas seulement une variable.
Lorsqu’on programme un ordinateur, le probléme du sens
de la syntaxe est pris en charge par la machine qui en plus
effectue les calculs. La situation est donc trés différente. I
est sans doute possible de donner un sens a la langue algé-
brique en programmant a partir d’un langage congu a cette
fin. Sans ordinateur, la projection du langage vers des
situations concrétes est une étape nécessaire devant précé-
der la mise en équation.

LA RESOLUTION DES EQUATIONS

Quand le probléme est mis en équation, il faut résoudre
ces équations. L’avantage de la méthode algébrique de
résolution des problémes vient de I’automatisation possible
de ce moment dans la résolution du probléme. Il suffit
d’appliquer des régles. Mais un étre humain n’est jamais un
automate. Méme pour agir automatiquement, il doit savoir
ce qu’il fait.
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Les interprétations de quelques écritures algébriques

L’ écriture 3x + 5 a deux sens, I’un plus naturel aux audi-
tifs, ’autre plus naturel aux visuels. Les premiers y voient
plutdt une suite d’opérations, les autres voient globalement
3x + 5 comme un nombre.

Nous avons déja signalé cette différence d’interprétation.
Ces deux interprétations existent aussi en mathématiques,
le signe = pouvant indiquer le résultat d’'une opération ou
une relation entre ce qui est & gauche et ce qui est a droite.
Dans ce cas, 3 + 2 ne signifie pas un calcul a effectuer,
mais est une écriture désignant le méme nombre que 4 + 1
ou 5.

Les deux interprétations sont importantes. Il faut pouvoir
passer de 'une a I’autre. Comme chaque interprétation est
la conséquence d’une évocation différente, le changement
d’interprétation est antinaturel. On connait le dessin de
Pescalier qui peut étre vu de dessus ou de dessous. Le
changement est soudain et demande un effort soutenu.

Voir dans 3x + 5 un nombre quand on y voit une suite
d’opérations est un peu de la méme nature: ce n’est pas
une question de «raison», mais d’évocation. Celui qui
spontanément «voit» un nombre dans 1'écriture 3 + 2
devra faire un effort pour «voir» dans la méme écriture le
processus : je prends 3 et je lui ajoute 2, et réciproquement.
1l aura toujours tendance a revenir a son interprétation pre-
midre qui va diriger les solutions qu’il propose. Le change-
ment de point de vue devra &tre conscient. Il faudra un
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entrainement particulier pour y parvenir. Les éleves
devront alors avoir le projet de voir une suite d’opérations
ou un nombre selon la nature du probléme qu’ils devront
résoudre.

Quelques significations implicites du signe d’égalité et
le « projet» qu’elles cachent

Un changement d’écriture algébrique correspond sou-
vent & un changement implicite de point de vue. Le sens de
I’écriture est modifié€ par des transformations graphiques
minimes. En fait, chaque forme correspond & un projet dif-
férent. Quand on connait I’importance du projet par rapport
au sens, cette question mérite d’étre clarifiée.

Des égalités vraies ou fausses

Par exemple, au moment de résoudre une équation, nous
devons considérer le signe = comme la notation d’une rela-
tion. Les deux écritures mathématiques: 3 + 2 = 5 et
3 +4 =5 sont des égalités simplement en raison de la pré-
sence du signe d’égalité. Une égalité peut se comparer 2
une affirmation, une relation ou une assertion, dirait-on en
mathématiques, affirmation pouvant &tre vraie ou fausse.
Une de ces égalités est donc vraie, I’autre est fausse. La
relation est vraie quand les deux écritures de part et d’autre
du signe d’égalité désignent le méme nombre, comme c’est
le cas pour 3 + 2 et 5. Les éléves auditifs vont résister a
cette interprétation. Il faudra la justifier auprés d’eux, en
particulier parce que la résolution des équations est beau-
coup plus simple si I'on part de cette idée. On sait
d’ailleurs que les éleéves auditifs ne sont pas particuliere-
ment brillants lorsqu’il s’agit de calculs algébriques.

L’expression algébrique vue comme un nombre

Pour renforcer ce point de vue en particulier pour les
éleves auditifs, on prend I’expression 3x + 5 et on fait le
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calcul pour un ensemble de valeurs de x, par exemple {-2;
0; 3; 120}. On présente le résultat sous forme de tableau:

X 3x+5
-2 -1 Quand x vaut - 2, 3x + 5 représente - 1
0 5 Quand x vaut 0, 3x + 5 représente 5
3 14 Quand x vaut 3, 3x + 5 représente 14
120 365 Quand x vaut 120, 3x + 5 représente 365

L’expression 3x + 5 ne pourra €tre considérée comme un
nombre que si on prend 1’habitude, dés le début et surtout
au début, de toujours I’associer au domaine de la variable.
On parlera alors de 3x + 5 avec x e {-2;0; 3; 120}.

Comme une variable doit &tre mentalement associée aux
nombres qu’on peut lui substituer, une expression algé-
brique doit aussi étre mentalement associée a des valeurs
qu’elle peut prendre. Le petit tableau précédent permet de
rassembler tous ces aspects. On pourra méme demander a
certains éléves qui ont besoin d’exemples de le mémoriser
pour pouvoir y rattacher les notions de variables et le sens
d’une expression numérique. Il faut pourtant s’attendre a ce
que D'interprétation de ce tableau reste trés différente d’un
individu & 'autre: ceux qui au départ considérent 3x + 5
comme une suite de calculs a effectuer auront toujours ten-
dance a y revenir et diront que 365 est le résultat d’un cer-
tain calcul. 3x + 5 ne représentera pas un nombre mais un
procédé de calcul.

Les sens implicites du signe d’égalité

Dans ’écriture y = 3x + 5 avec x e {-2; 0; 3; 120}, le
signe = a encore un sens différent: ce n’est plus le résultat
d’une opération, ce n’est pas une affirmation pouvant €tre
vraie ou fausse, mais beaucoup plus une instruction d’affec-
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tation : on part de X, on fait un calcul correspondant & 3x + 5
et la valeur obtenue est attribuée, affectée comme on dit
aussi, & y. Autant I'interprétation précédente était difficile
pour une évocation verbale, autant I’interprétation de 1’écri-
ture y = 3X + 5 comme une affectation lui est naturelle.

Mais le sens du signe = se trouve modifié simplement
quand on passe de I'écriture y =3x +52y~3x-5=0. 1l ne
s’agit pas simplement d’un changement d’écriture mais d’un
changement de projet d’utilisation. L'écriture y = 3x + 5
nous permet de faire la relation entre la valeur donnée a x
et la valeur calculée pour y. L’écriture y - 3x - 5 = 0 est
souvent considérée comme une relation pouvant étre fausse
ou vraie selon les valeurs données & x et a y. Cette écriture
sera rapprochée d’inéquations comme y - 3x - 5 > 0. Le
passage de y = 3x + 5 s’interpréte facilement 2 partir d’une
évocation verbale. L'écriture y - 3x - 5 = 0 s’interprete faci-
lement a partir d’une évocation visuelle. Le changement
d’écriture demande, implicitement, un changement d’évo-
cation. Or ce changement reste «non dit». Le projet der-
riere les deux écritures est trés différent. Derriére I’écriture
y = 3x + 5 se trouve le projet de déterminer y quand x est
connu. Le projet derriere I’écriture y - 3x - 5 = 0 est de
trouver tous les couples de nombres (x; y) rendant vraie
cette égalité.

Voici quelques significations d’expressions algébriques
et les projets implicites qu’elles comportent :

L’expression 3x + 5, x € E peut étre considérée :
1. Comme une suite d’opérations a effectuer.

Le projet correspondant est de pouvoir calculer la valeur
de I’expression donnée pour certaines valeurs de x.

2. Comme un nombre.

On ne prend plus en considération la suite des expres-
sions & effectuer, mais le résultat éventuel de ce calcul.
Dans ces conditions, si I’on remplace x par 2, le nombre
obtenu peut aussi bien avoir la forme 3 x 2 + 5, ou 6 + 5,
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ou 11, ou 10 - 1. Dans tous les cas, il s’agit d’'un nombre
calculé ou non.
L’expression 3x + 5 = 2x - 3, x € E peut étre considérée:

3. Comme une égalité pouvant étre vraie ou fausse entre
deux nombres. E est connu.

On peut remplacer x par certaines valeurs prises dans E,
calculer les deux nombres de part et d’autre du signe d’éga-
lité et vérifier que 1’égalité est vraie ou fausse.

4. Comme une équation 3x +5=2x-3,x¢e S, c’est-a-dire
une égalité vraie pour les valeurs de x appartenant a S, le
probléme implicite étant de trouver les éléments de S.

On imagine que x prend des valeurs contenues dans S.
Chaque membre de 1’équation est alors un nombre et I’on
transforme chaque membre pour déterminer facilement S.

Lécriture y = 3x + 5, x € E, y e F peut étre considérée:

5. Comme un moyen d’associer par le calcul une valeur de
X &4 une valeur de y.

3x + 5 est un procédé de calcul permettant d’obtenir une
valeur, qui, si elle est contenue dans F, est attribuée a y.

6. Comme un moyen d’associer par I'imagination toutes les
valeurs de x possibles & toutes les valeurs correspondantes
dey.

On imagine, sans faire le calcul, et pour cause, toutes les
valeurs possibles de x et les valeurs correspondantes de y.
Le calcul est impossible puisqu’il y a en général une infi-
nité de valeurs. Il s agit d’une fonction. On peut représenter
alors I’ensemble de ces couples par une droite du plan.

L’écriture y - 3x - 5 = 0, ou I’écriture y - 3x =5,
x;ye ExFE

7. Représente une relation pouvant étre vraie ou fausse.
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y - 3x - 5, comme y - 3x est un nombre pouvant prendre
une valeur arbitraire dépendant du couple (x; y).

On remplace en méme temps x et y par des valeurs
prises dans des ensembles E et F. Les couples vérifiant
I’égalité sont dits «vérifiant ’équation y - 3x - 5 = O».
L’expression y - 3x -5 est un nombre que 1’on calcule a par-
tir de valeurs attribuées ax etay.

Derriere des écritures algébriques trés voisines se
cachent des significations diverses et des projets variés.
Donner son sens a I’écriture algébrique, c’est expliciter ces
différences et préciser soigneusement le cadre dans lequel
on se place.

Equation, égalité variable et inconnue :
préciser les objets sur lesquels on travaille

Bien qu’employé couramment, le mot «équation» n’est
pas un terme défini avec précision en mathématiques. Nous
parlons méme de «1’équation d’un ensemble de points », ce
qui constitue encore une autre interprétation.

Faute de définir le terme, on peut parler de la forme de
I’équation : c’est une égalité contenant une variable, dans le
cas d’une équation a une inconnue. Ce qui nous intéresse,
ce sont les valeurs de la variable qui rendent 1’égalité vraie.
C’est 12 que réside la différence entre la variable et I’incon-
nue: la variable peut prendre toutes les valeurs contenues
dans un certain ensemble. L’inconnue, elle, ne peut prendre
que les valeurs qui vont rendre vraie une égalité donnée.

Certaines égalités sont toujours vraies, quelles que soient
les valeurs prises par la variable. C’est le cas, par exemple,
de celle-ci: (x + 1)2 = x2 + 2x + 1. C’est une identité. Du
point de vue de la forme, une identité ressemble furieuse-
ment a une équation. Pourtant I’écriture (X + 1)2=x2+2x + 1
a un sens totalement différent. Cette écriture affirme que
les écritures (x + 1) et X2 + 2x + 1 représentent toujours le
méme nombre, que ’on peut toujours substituer une
expression a I’autre.
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Quand on résout I’équation, on suppose que la variable
est devenue inconnue et qu’elle ne peut prendre que les
valeurs particulieéres qui rendent I’égalité vraie. C’est
I’hypotheése qui permet par exemple de retrancher le méme
nombre aux deux membres de 1’égalité. Si 3x + 5 = 3 est
vraie (hypothése), alors je peux retrancher 5 a chaque
membre de I’égalité et obtenir encore une égalité vraie. Si
3x + 5 = 3 n’est pas vraie, alors je peux faire n’importe
quoi! Le sens du travail que I’on fait pendant la résolution
de I’équation n’a de sens que si, mentalement, on a
conscience que les valeurs prises par la variable x se limi-
tent aux valeurs qui rendent 1’égalité vraie.

Or, ces valeurs ne sont pas connues. De nombreux éleves
n’admettent pas que 1’on fasse «comme si» on les connais-
sait. Pour eux, nous sommes dans le domaine de I’absurde.
Remarquons que nous sommes dans la méme situation que
lorsque nous mettons en équation un probléme concret:
nous nommons la solution que nous ne connaissons pas et
nous écrivons des relations en parlant de la solution comme
si nous la connaissions: soit x I’Age du pere, alors ’age du
fils est x - 20...

On retrouve ces actions virtuelles, actions fruits de
I’imagination, qui donnent un sens a une écriture ou a une
représentation mathématique. Ce procédé, si riche en
mathématique, doit €tre explicité.

Quand nous trouvons les solutions d’équations graphi-
quement, la situation est fort différente: par exemple pour
résoudre graphiquement 1’équation 3x + 4 = 5x - 3, on va
considérer les deux fonctions y =3x + 4 ety =5x -4 et
donc donner 2 x tout son sens de variable. Nous trouvons la
solution justement parce que nous cessons de considérer X
comme une inconnue, mais plutdt comme une variable. Il
faut changer de point de vue et beaucoup d’éléves conside-
rent qu’il y a 12 un tour de passe-passe, parce que le x
«inconnu» de I’équation représente une valeur précise
alors que le x des fonctions est une variable pouvant
prendre une infinité de valeurs. Pourtant I’écriture est la
méme dans les deux cas: il s’agit de x.
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Le sens des mots «inconnue» et « variable » n’apparait
que si ’on distingue I’ensemble des valeurs que x peut
prendre.

Dans I’écriture y = 3x + 5, x € R, x peut prendre toutes
les valeurs réelles. Dans I’écriture 3x + 5 = 2x + 4, tous les
calculs que nous allons faire supposent qu’implicitement
nous donnons a x une valeur qui va rendre I’égalité vraie.
Nous calculons réellement sur 3x + 5 =2x +4,xe S, S
étant I’ensemble des valeurs de x telles que I’égalité soit
vraie, et nous cherchons a préciser cet ensemble S qui est la
véritable inconnue.

Comme on le voit, 'interprétation de I'écriture algé-
brique est particulierement fluctuante. Or, c’est de cette
interprétation que dépend le sens des calculs algébriques
que I’on conduit quand on résout une équation.

LE PROJET DE RESOUDRE UNE EQUATION

Pour les équations, tout part de la constatation que cer-
taines équations sont plus faciles a résoudre que d’autres.
L’équation la plus facile & résoudre est quelque chose du
genre x = 5; car c’est une équation dont la solution saute
aux yeux. Si je remplace x par 5, j’obtiens en effet une éga-
lité vraie. Si toutes les équations pouvaient €tre aussi
simples !

C’est justement ce qui fonde les méthodes de résolutions
d’un certain nombre d’équations: transformer 1’équation
compliquée qu’on vous donne en une équation plus simple,
qui aura les mémes solutions. C’est ce projet qui va organi-
ser et fonder tout ce qu’on va essayer de faire pour
résoudre des équations. Ce projet demande de coordonner
deux projets plus simples: le premier est de se diriger vers
une équation plus simple que I’équation dont on part, le
second est de ne pas laisser échapper de solutions en route
en encore d’en rajouter. C’est ce projet qui va donner son
sens a toute P’activité de I’éleve. 11 est donc naturel que ce
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projet devienne, dans ses deux aspects, un projet explicite
pris en charge par I’organisateur 4.

Or, ce n’est pas le projet des éléves qui ont des difficul-
tés. Leur premier projet est de faire des calculs, d’appliquer
des régles, sans avoir le souci de savoir ou ils vont. Iis font
des calculs, qui compliquent aussi bien qu’ils simplifient
1’équation de départ. Quelquefois, ils tournent en rond sim-
plifiant et compliquant tout a tour.

11 faut donc consacrer un certain temps a clarifier ce pro-
jet de fagon a ce qu’il puisse devenir leur projet. On peut
imaginer quelques activités pour y parvenir.

1. Comparer les solutions de ces deux équations:
3x+5=20
3x=15
ou encore:
3x+4=x+8
2x+4=28

2. Imaginer des équations dont 1’écriture sera plus compli-
quée que celle-ci, mais dont la solution sera la méme:
2x =17

3. Comparer les solutions de ces deux équations:
x+7=12

3x=12+7
ou encore:

x2=1

x=-1

Ce ne sont 12 que quelques exemples qu’on pourrait mul-
tiplier. Leur but est de montrer des équations plus ou moins
simples mais ayant les mémes solutions, ou encore des
équations n’ayant pas les mémes solutions malgré d’appa-

4. Voir chapitre 5 pour la définition de I'organisatcur ct de I'exécutant,
p. 143.
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rentes similitudes. Un bassin d’exemples ayant été ains:
exploré, il va étre possible de donner le projet qui va orien-
ter toute I’activité de résolution:

Une équation c’est : Une égalité vraie pour certaines
valeurs d’une variable. Exemple:

3x + 5 est un nombre, tout comme 2x + 3.

L’égalité 3x + 5 = 2x + 3 est vraie pour x e8S.

Résoudre une équation c’est : Déterminer S.

Projet pour résoudre une équation :

1 - trouver des équations plus simples que P’équation
donnée, par exemple une équation de la forme x=a;

2 —~ ayant les mémes solutions que P’équation de
départ.

Les éléments de S sont alors faciles a déterminer,

11 faut s’assurer que ce projet est évoqué convenablement
par les €leéves. Pour cela, on pourra encore I’afficher en uti-
lisant un rétroprojecteur et demander aux €éleéves de le lire
sans rien écrire, puis on éteint le rétroprojecteur et on
demande aux éleves de 1'écrire. Ensuite on leur demande
de trouver des exemples et des contre-exemples correspon-
dant & chacune des deux parties du projet. Cela fait, il est
possible d’aller plus loin et de chercher maintenant les
moyens de «simplifier » les équations, et de vérifier I’équi-
valence de leurs solutions.

Il est possible de transformer une équation en une autre
équation en ajoutant ou en perdant des solutions. C’est ce
dont il faut d’abord prendre conscience. C’est seulement
ensuite qu’il sera intéressant de chercher des transforma-
tions qui conservent les solutions.

Voici quelques exemples. Chaque fois, on précisera la
transformation effectuée sur I’équation. x représente un
entier relatif.
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x=-1
x2 = (~1)2
x=3
0x =0x3
x+5=2
X=5+2
3x=9
x=9-3

Exemple : résoudre I’équation 5x - 5 = 2x + 15 (x repré-
sente un nombre réel).

On associe chaque fois un «objectif» et un « moyen».
Résoudre I’équation, c’est déterminer I’ensemble S de
sorte que I’égalité soit vraie.
5x-5=2x+15 xe S

1. Objectif: regrouper les inconnues du méme cOté de
I’équation.

Moyen: retrancher le nombre 2x de chaque c6t€ de I'éga-
lité.

5x-5 = 2x + 16 Xxe S
-2X -2x
5x-2x-5 = 16
3x -5 = 16 xe S

2. Objectif': isoler la variable.
Moyen: ajouter un méme nombre de chaque coté de
I’égalité.
3x-5 = 16 xe S
+ 5 +5

3x+0 = 21 Xxe S
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3. Objectif : Ramener le coefficient de x a 1.
Moyen: diviser les deux c6tés par un méme nombre.

3x=21 Xe S

3x- 21

3 3

x=7 Xe S
Donc S ={7}

Les éléves doivent donner leur objectif et le moyen de
I’atteindre. Ceci a pour but de les placer dans une situation
ou ils doivent agir en fonction d’un objectif, donc de facon
cohérente.

L’IMAGERIE ASSOCIEE
AUX TRANSFORMATIONS D’EQUATIONS

On utilise un certain nombre d’images pour faciliter
I’acceptation des régles de transformation des équations.
Par exemple, on fait souvent I’analogie entre les transfor-
mations faites sur 1’équation initiale avec le dépdt ou le
retrait de poids sur les plateaux d’une balance Roberval.

Voici quelques exemples d’utilisation de I’image de cette
balance. Aprés avoir donné les régles de transformation des
équations, on peut présenter les schémas suivants en posant
les questions:

Observez cette suite de 3 schémas. Que voyez-vous 7 Qu’a-
t-on voulu représenter ?

3x-5 16
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o

5

3x-5 * 16 +

Ces questions peuvent aussi s’appliquer a ces trois sché-
mas:

I3 x-5 16

P W S

3x-5 16

16
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ou encore:

Ces images peuvent &tre un grand secours pour certains
éleves, en particulier des éleves visuels. Les €leves a domi-
nante auditive restent beaucoup plus sceptiques devant ce
genre de présentation.

Méme pour les éleves visuels qui peuvent profiter de ce
genre de représentation, il faut veiller a ce qu’ils donnent a
cette balance un sens qui ne les bloque pas. L'ajout d’un
nombre négatif est déja plus difficile a représenter avec une
balance, bien que ce soit toujours possible! Il vient un
moment ol les représentations trés concrétes de ce type
deviennent tellement lourdes qu’elles vont a I’encontre de
ce qu’on pourrait en attendre.

La balance symbolise I’invariant dans une transforma-
tion. Dans chaque plateau, on trouve un nombre: 3x - 5
«pese» autant que 16; cela exprime bien que I’on imagine
x ayant pris la valeur qui va produire I’équilibre des pla-
teaux. C’est aussi une facon de représenter que 3x - 5 doit
&tre considéré comme un nombre. D’autre part, la nécessité
de conserver I’équilibre est une fagon de représenter que
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les nombres qui étaient égaux avant la transformation le
sont encore apres.

Si la représentation de la balance permet d’aborder ces
points, et d’en parler, son role pourra étre intéressant. Si les
éleves comprennent qu’il ne s’agit que de cela, ce sera par-
fait. En revanche, si un éléve s’en fait le modéle unique sur
lequel il appuie sa compréhension parce que « ¢a marche »,
ce sera une catastrophe qui ’empéchera de pénétrer dans
un univers mathématique. Résoudre une équation est une
activité mathématique se situant au niveau d’un langage.
On peut reconnaitre dans les images de la balance une pro-
jection de ce qu’on fait en mathématiques. La situation
concréte permet une sorte de concrétisation locale et provi-
soire de relations et de propriétés qui n’ont toute leur réa-
lit€ que mentale. Il faut regarder la balance avec un « ceil
de mathématicien» et non de «spectateur». Alors, des
images comme celles de la balance, comme tout autre ana-
logie, peuvent aider & évoquer ces relations et ces proprié-
tés mathématiques.

FAISONS LE POINT

Les régles du calcul algébrique auront un sens s’il
existe déja un langage intérieur établissant un lien entre
leur énoncé et des connaissances antérieures. Le calcul
numérique, et en particulier le calcul mental, constitue
un moyen de construire ce langage intérieur.

La projection des expressions algébriques dans des
situations géométriques donne des moyens d’interpréta-
tion de certaines régles du calcul.

Une équation est évoquée différemment selon que
Pévocation est auditive ou verbale : dans le premier cas,
on cherche des opérations permettant un calcul, alors
que dans le second on cherche a découvrir un nombre.
Ces deux conceptions ont une influence importante sur
la compréhension d’une méthode de résolution de
Péquation.
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La mise en équation d’un probléme passe par une
bonne connaissance préalable du langage dans lequel
s’effectue la traduction du probléme: le langage algé-
brique.

Cette mise en équation s’effectue de fagon différente
selon que P’on évoque visuellement ou auditivement.

Les manipulations algébriques passent par une évo-
cation particuliére qu’il est possible de développer en
jouant sur la perception.

Une des difficultés de ’algébre est le flou des concepts
utilisés. Il ne peut y avoir compréhension sans précision
des objets évoqués.

Une méme expression algébrique peut exprimer des
réalités fort différentes et correspondre a des projets
d’utilisation trés éloignés les uns des autres. Le regard
du mathématicien cherche a donner des significations
multiples a une écriture la plus simple possible. C’est ce
regard qu’il faut éduquer. Les €éléves doivent apprendre
a lire P’algébre en précisant les objets et les projets qui
peuvent lui étre associés. Derriére «P’invention» de
Pécriture algébrique, il y a eu la nécessité de rompre
avec le réel géométrique pour exprimer des relations
logiques qu’il fut ensuite possible de reconnaitre dans
des réalités variées. Le sens du langage algébrique pro-
cede donc non pas d’une continuité, mais d’une rup-
ture initiale avec le monde concret suivi d’un retour
vers celui-ci sous forme de projections multiples. Il y a
analogie entre les regles du calcul algébrique et le calcul
arithmétique. Il y a cohérence entre certaines illustra-
tions géométriques et certaines lois. Mais les lois du cal-
cul algébrique sont posées de fagcon autonome dans le
cadre de la langue mathématique. On obtient alors une
langue capable d’exprimer des situations et des objets
auxquels il n’était pas possible de songer avant son exis-
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tence. Il est nécessaire de travailler a trouver ces situa-
tions et ces objets, car c’est dans ces conditions que le
sens de cette langue s’enrichit. La compréhension en
mathématique passe donc par ce geste mental qui
consiste a projeter la langue mathématique dans des
situations plus concrétes. C’est ainsi que I’on apprend a
lire I’algébre.






IX

La démonstration

Il n’y a pas de mathématiques sans démonstration.
Démontrer, c’est d’abord voir autrement : derriére 1’objet,
c’est voir ! la structure et des relations. C’est exprimer ce
qui est local et immédiat en fonction de ce qui est général
et permanent. C’est convaincre sans séduire ni imposer,
mais en faisant partager une construction mentale ol I’évi-
dence et la simplicité donnent un sens & une situation com-
plexe.

La démonstration n’a de sens que si I’on sait distinguer
le monde sensible d’un univers mental particulier qui sert a
I’interpréter. Cet univers mental est I’instrument d’une évo-
cation originale, I’évocation mathématique. L’initiation a la
démonstration passe donc par I’éducation de cette évoca-
tion.

La démonstration ne demande pas seulement de faire,
mais de se regarder faire. Elle exige a la fois imagination et
maitrise totale de sa démarche et de son expression.

1. Le mot «voir» ne présume en rien d’une modalité évocative, pas
plus que I'expression «I’ceil du mathématicien ».
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Démontrer ce n’est donc pas appliquer un formalisme figé,
c’est une des expressions les plus achevées de 'activité
mathématique. On imagine alors toutes les difficultés de
cet enseignement.

REFORMULATION DU PROBLEME DE
L’ENSEIGNEMENT DE LA DEMONSTRATION
EN TERMES DE GESTION MENTALE

En enseignant une démonstration, notre ambition n’est
pas seulement d’enseigner une démonstration particuligre,
mais surtout d’apprendre 2 faire des démonstrations. C’est
dans cette optique que nous tenterons de répondre aux
questions suivantes

- Démontrer correspond 2 un projet: lequel ?

— Comment enseigner ce projet ?

— Quelles sont les caractéristiques de «l’évocation.
mathématique » et comment la susciter ?

— Comment poser un probléme de démonstration en
termes d’évocation particuliere de la réalité ?

- Comment avoir I’idée d’une solution ?

—~ Comment «enseigner» pour permettre a2 chacun de
pratiquer I’évocation mathématique qui lui convient ?

— Quels sont les gestes mentaux qu’un éleve doit faire
pour mener a bien une démonstration ?

Nous allons d’abord décrire quelques activités dont le
but est d’amener ’éléve & préciser les caractéristiques
propres de ’activité mathématique et a développer «I’évo-
cation du mathématicien». Ensuite nous présenterons la
démonstration d’un théoréme vu en quatritme 2 en
s’appuyant sur le projet rendu explicite de se placer dans le
cadre de I'activité mathématique et d’utiliser «1’évocation

2. Secondaire 4 au Québec.
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du mathématicien». Les notions utilisées tournent autour
de la symétrie centrale et mettent en jeu des parallélo-
grammes.

QU’EST-CE QUE L’ACTIVITE
MATHEMATIQUE?

Si les éleves pensent que « faire des maths » c’est seule-
ment calculer et produire des résultats, il est inutile de leur
parler de démonstration. Il va d’abord falloir leur enseigner
que Pactivité mathématique c’est aussi autre chose. Voici
quelques activités, et une possible facon de les gérer en
classe, dont le but est d’enseigner ce qu’est ’activité
mathématique, donc de décrire le «projet de faire des
mathématiques ».

Présentation en quatre temps3

Quand nous avons un point important a présenter aux
éleéves, nous le faisons en distinguant quatre temps dans la
présentation. Ces temps sont les suivants:

1. On présente aux éleves, dans le silence, de courts
textes ou des schémas sur le rétroprojecteur. On leur
demande de les regarder avec ’intention de les reproduire
ensuite sur leur cahier.

2. On masque le rétroprojecteur aprés une quinzaine de
secondes et on demande 4 ce moment-1a seulement d’écrire
ou de dessiner sur le cahier. Ce qui est reproduit sur le
cahier n’est pas forcément le décalque de ce qui était sur le
rétroprojecteur. Ce peut étre une interprétation personnelle
de I’éleve.

3. On découvre de nouveau le rétroprojecteur pour que

3. Déja présentée plus longuement au chapitre 3.
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les éleéves puissent comparer le sens du message initial et
I’interprétation qu’ils en ont donnée.

4. Ensuite I’enseignant peut poser des questions ou com-
menter ce qui a ét€ montré.

Cette activité de mémorisation a court terme demande a
I’éleve de se donner un codage mental personnel de ce
qu’on lui présente (1) et de vérifier qu’il est bien conforme
a la réalité (3). Ceux qui pratiquent des évocations plus
visuelles peuvent profiter du silence et de 'image — temps
(1) — pour s’en faire une représentation mentale visuelle.
Les autres pourront en faire une traduction verbale qu’ils
préciseront au temps (4). Le processus de compréhension
pourra partir dans les deux cas d’une évocation de la réalité
qui correspond a chaque type d’éleve.

Activités d’exploration

D’activité suivante peut €tre présentée a partir de la
sixieme 4. Il s’agit de trouver une méthode pour calculer
I’aire d’un parallélogramme. Ce probleme a déja été abordé
au primaire, aussi faut-il bien préciser aux éleves le but du
travail : il s’agit de comprendre comment un « mathémati-
cien» agit, ce qui est important pour lui, ce qu’il recherche,
et ceci dans le but d’avoir I'intention de travailler comme
lui pour résoudre certains problemes.

On peut présenter «en quatre temps» le texte suivant:
«On sait calculer ’aire d’un rectangle. En utilisant seule-
ment cette connaissance, comment calculer 'aire d’un
parallélogramme 7 »

Ensuite, par une présentation «en quatre temps», on
donne une nouvelle formulation du méme probléeme:
«Comment transformer un parallélogramme en un rec-
tangle de méme aire 7 »

4. Secondaire 1 au Québec.
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On précise ensuite oralement le but de I’activité que I'on
va entreprendre.

Le probléme ayant été résolu dans des classes infé-
rieures, on peut se borner a présenter «en quatre temps»
I’image suivante:

Le commentaire consiste soit 2 animer mentalement ces
trois images et 4 imaginer que le parallélogramme est
coupé et que les deux morceaux sont permutés, ou encore a
exprimer les différences entre les trois figures. On fera pré-
ciser comment le partage en deux se fait: il se fait perpen-
diculairement 2 la base. On a donc, semble-t-il, un bon
moyen de transformer un parallélogramme en rectangle.

Demandons maintenant de combien de fagons on peut
faire subir la transformation précédente a chacun des paral-

1élogrammes suivants :
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On demande aux éléves de faire la transformation menta-
lement et de n’avoir recours au papier et au crayon que
pour vérifier et cela dans le but de manipuler mentalement
des transformations visuelles.

— Le premier parallélogramme est aussi un rectangle. Il y
a une infinité de fagons de faire une transformation au
demeurant inutile pour faire un calcul d’aire.

— Il y a aussi une infinité de facons de couper le second.

— Il n’y a qu’un facon de couper le troisieéme.

— On ne peut faire subir au dernier la méme transforma-
tion.

On verra que méme en sixieéme ou en cinquiéme un cer-
tain nombre d’éleves s’arrangeront pour couper le dernier
parallélogramme en «oubliant» la perpendicularité a la
base.

La recherche du procédé le plus général possible

Le procédé que nous avions trouvé n’est donc pas géné-
ral. Bien siir, on pourrait retourner le parallélogramme et se
débrouiller, mais en tant que « mathématiciens» nous pré-
férerons trouver un procédé général, donc plus simple, qui
nous permettrait dans tous les cas de transformer un paral-
Iélogramme en un rectangle d’aire équivalente.

Nous avons affaire & une trés grande difficulté chaque
fois que I’on résout un probléme : comment se dégager de
la solution que nous avions envisagée pour en trouver une
nouvelle, a partir de considérations sans doute compléte-
ment différentes. 11 nous faut «regarder» le probléme
d’une autre facon.

L’évocation ou l'ceil de 'artiste

Repartons du point de départ: un parallélogramme et le
rectangle équivalent dans un cas oll nous savons le
construire. Placons-les c6te a cdte. Le rectangle a été
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obtenu & partir du parallélogramme par découpage. Les
bases et les hauteurs des deux figures sont donc égales.

Le spectateur ordinaire voit deux figures. Il leur donnera
des noms: un rectangle, un parallélogramme. Il en restera
1a. C’est 1a que peut entrer en jeu «1’ceil de artiste ».

L’intuition, la «créativité » dans la démarche mathéma-
tique est souvent de nature visuelle. Pour trouver quelque
chose de nouveau, il faut «voir» d’une autre fagon. Cette
vision nouvelle n’est pas dans les objets eux-mémes, mais
dans I’évocation que 1’on fait de ces objets. L’évocation
d’un artiste a ses caractéristiques propres: par exemple
pour reproduire I’image précédente non seulement il faut
regarder les formes noires, mais aussi les espaces « néga-
tifs » entre ces formes. Pour faire un dessin exact, il faut
voir le trapeze entre les deux formes noires. C’est lui qui
nous permet de placer les deux formes I'une par rapport a
I’autre.

Cette évocation se fait en regardant le dessin globale-
ment et en se laissant aller & voir des formes autres que
celles qui sont nommées. Ce «regard » se fait souvent sans
parler, en se laissant pénétrer par les formes et les rapports
des lignes entre elles.
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On peut alors voir d’autres trapézes dans cette figure:

On peut aussi «laisser les lignes se prolonger». Appa-
raissent alors 3 couples de droites paralléles.

77

Les formes initiales se sont dissoutes. Les lignes qui ne
faisaient que souligner les contours deviennent les éléments
principaux du dessin.

Cette évocation de la réalité est bien la méme que celle
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d’un dessinateur qui, pour dessiner un ceil, cesse de voir
I’ceil pour ne voir que I’entrecroisement des lignes qui le
composent, ou encore va dessiner les espaces négatifs
autant que les formes elles-mémes. Pour provoquer cette
évocation de I’artiste dessinateur, on peut retourner un des-
sin que ’on veut reproduire, le dessin n’est plus qu’un
réseau de lignes et les formes identifiables disparaissent. Le
dessin effectué ainsi a I’envers est d’une qualité bien supé-
rieure au dessin fait a partir du modele a I’endroit 5. Retour-
ner le dessin & reproduire force a évoquer non plus en
reconnaissant les objets, comme un spectateur, mais
comme le fait un dessinateur.

Peut-&tre certaines de ces formes construites a partir du
dessin initial ne nous aideront pas. Elles constituent en tout
cas un nouveau matériel, plus riche que le dessin initial.

Dans une classe, on peut guider une telle recherche en
fixant le but: on recherche des formes nouvelles a partir de
la représentation initiale. Ces formes nouvelles nous aide-
ront sans doute a faire des liens. On donne quelques
moyens d’y parvenir:

— On place le dessin initial devant soi. On tente de s’en
imprégner globalement et de laisser les formes apparaitre
sans se parler.

— Si cela parait impossible ou trés difficile, ajouter des
lignes au dessin initial puis le regarder globalement, ajouter
d’autres lignes et le regarder a nouveau. Dés que le dessin
est trop chargé, refaire le dessin initial et recommencer.

On peut résumer a la fois le but poursuivi et les moyens
utilisés en disant que ’on observe la figure avec «I’ceil de
P’artiste ». On fait ensuite le bilan des formes trouvées.

L’enseignant sait olt il veut mener sa classe. Il a besoin
des trapézes pour mettre en évidence une relation entre le
parallélogramme et le rectangle. I1 va donc demander si,
parmi tous les trapézes apparus, certains semblent égaux.

5. Voir Dessiner avec le cerveau droit et Vision-dessin-créativité par
Betty Edwards, Pierre Mardaga, éditeur.
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On en vient a sélectionner ces deux figures et simplement
indiquer qu’elles vont nous &tre utiles:

Ensuite sur un rétroprojecteur, on place la figure ci-des-
sous:

(Le rectangle et le parallélogramme ont méme base.)

Sur une autre feuille transparente, on a dessiné le trapéze
ci-dessus en noir.

On fait glisser cette deuxieme feuille sur la premiére
dans un mouvement de va-et-vient de la facon suivante :

/4am &

(1) (2) (3)
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Pendant ce glissement sans rotation, le traptze noir
découvre alternativement le rectangle et le parallélo-
gramme. Pour qu’il en soit ainsi, il faut que les bases du
parallélogramme et du rectangle soient de méme longueur.

Certains vont bien sentir que ’on établit ainsi une rela-
tion entre le rectangle et le parallélogramme. Elle demeure
cependant incertaine pour la plupart des éleves. On leur
demande de tenter de la formuler. Bien peu vont pouvoir le
faire.

On donne des noms aux aires respectives des rectangle,
parallélogramme et trapeéze, soit R, P, et T.

L’aire percgue sur le dessin (1) est T +P

L’aire pergue sur le dessin (3)est R+ T

Dans les deux cas, aire T +' P, comme Paire R + T, est
égale a I’aire de la figure formée par la réunion du rec-
tangle, du parallélogramme et du trapeze les reliant.

On peut présenter le schéma suivant en «quatre temps »
pour amener les éléves a prendre conscience de cette rela-
tion:

T+P l //—
R+T //—

Ceci fait, on peut écrire: T+ P=R + T
Ouencore: T+ P=T+R
Ce qui entraine: P=R

(2)

Cette représentation symbolique de la situation (1) et (2)
et le calcul qui suit permettent de faire le lien entre le
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déplacement du trapéze et I’égalité des aires du rectangle et
du parallélogramme. La traduction symbolique ne garde
que D’essentiel et permet de mettre en évidence 1I’équiva-
lence des aires. Nous sommes passés de I’ ceil du spectateur,
qui voit des objets et des actions, & une autre évocation de
Ia méme réalité, une évocation qui cherche a rendre expli-
cites des relations que le spectateur n’éprouve pas le besoin
de clarifier.

Pour forcer le passage de 1'ceil du spectateur a cet ceil
naissant du mathématicien, on peut poser des questions du
genre:

— Pourquoi le mouvement du trapéze dégage-t-il tout le
rectangle quand il cache tout le parallélogramme et inver-
sement ?

— Comment décrire le parallélogramme en fonction des
éléments du rectangle ?

— Que neus apporte le calcul par rapport a la simple
observation du mouvement ?

Nous venons de trouver un autre moyen d’associer I’aire
du rectangle et celle du parallélogramme sans avoir recours
au découpage : ce moyen est-il plus général ? Quel que soit
le parallélogramme, on peut maintenant lui associer un rec-
tangle d’aire égale.

Vers une généralisation plus grande :
a quoi notre nouvel outil pourrait-il servir ?

Une des caractéristiques de ’activité mathématique est
de tendre & une généralisation la plus grande possible des
résultats obtenus. Notre but comme enseignant est que les
éleves intégrent cette intention dans leur « projet» quand ils
font des mathématiques. C’est cette quéte de généralisation
qui nous a conduit & rechercher un autre moyen que le
découpage pour transformer le parallélogramme en rec-
tangle. On peut maintenant se demander si le procédé que
I’on vient de trouver ne s’appliquerait pas a une classe plus
grande de figures que les parallélogrammes.

Le procédé que nous venons de trouver consiste a cacher
le parallélogramme pour dégager le rectangle et inverse-
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ment. Peut-on modifier la forme de notre «cache » et trans-
former d’autres figures que le parallélogramme en rec-
tangle ?

Au lieu de ce «cache»...

...on peut imaginer un cache ayant cette forme:

Quelles sont maintenant les figures transformables en
rectangles ?

On peut poser la question aux éleves et leur demander de
décrire cette classe de figures.

A partir de ce nouveau cache, on peut faire I’association
entre ces deux figures:

Et maintenant, quel cache faudrait-il construire pour
trouver le rectangle équivalant a cette figure ?
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Comment décrire les figures dont I’aire peut se ramener
a celle d’un rectangle par le procédé précédent ?

La encore, 2 partir de I’ceil du spectateur, le mathémati-
cien va tenter de voir des relations ou des transformations
virtuelles qu’il pourra énoncer. Pour cela, il lui faudra
généraliser la notion de parallélisme des droites a des
courbes non rectilignes, définir la hauteur de cette classe de
figures «bizarres » pour le spectateur.

Les moyens pour arriver & exprimer ces relations ou ces
définitions peuvent étre différents d’un éléve a I’autre : cer-
tains exprimeront le parallélisme a partir de la transforma-
tion qui a permis de générer les deux c6tés non rectilignes
de la figure. D’autres seront génés par le mouvement et
voudront faire une description de la figure telle qu’elle est
sans référence au mouvement. Certains auront besoin de
garder la figure devant eux et de la raconter. D’autres au
contraire devront enlever la figure de leur vue et en décrire
I’image qu’ils auront intériorisée. Toutes ces différences
dans la maniére de trouver des énoncés a propos d’une
figure donnée dépendent largement de la nature des évoca-
tions faites par les éleves. Ce travail est le premier pas vers
la formation de I’ceil du mathématicien.

DE L’(EIL DU SPECTATEUR VERS
L’EIL DU MATHEMATICIEN

L’ ceil du spectateur se borne 2 voir au premier degré: si
le dessin représente un triangle, il verra un triangle. C’est
une évocation qui identifie ce qui est effectivement repré-
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senté. Cette identification va jusqu’a pouvoir donner un
nom aux diverses formes représentées.

Nous avons déja parlé de I’ceil de I'artiste, plus précisé-
ment du dessinateur, qui au-dela des objets ou des formes
se donne une vision globale et muette de I’ensemble qu’il
veut représenter, « voit» les espaces négatifs, les relations
spatiales entre les courbes plus que les objets eux-mémes.
C’est une évocation particuliere de la réalité que I’on utilise
quelquefois en mathématiques pour découvrir des chemins
nouveaux vers la solution.

Il y a aussi une évocation particuliere au mathématicien
que nous allons préciser progressivement avec les €leves.
Avant de tenter de la définir, voici quelques activités per-
mettant de la développer.

Développer I’eil du mathématicien

Voici un ensemble de parallélogrammes: c’est ce que
peut « voir» I’ceil du spectateur. Ces parallélogrammes sont
présentés sur rétroprojecteur.

)\
AN

\Iﬂ“
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Certains de ces parallélogrammes ont-ils méme aire 7 Le
regard du simple spectateur ne peut répondre a cette ques-
tion. Certains regards, déja un peu mathématiciens, feront
des liens éventuels entre certains de ces parallélogrammes.
Ce ne pourront étre qu’hypothéses, le dessin ne donnant
pas assez d’informations.

Ajoutons par-dessus le dessin précédent un autre
schéma. Nous allons obtenir alors:

Cette grille nous donne un ensemble d’informations. Les
€éleves peuvent regarder dans le silence ce schéma en ten-
tant d’interpréter I’information s’y trouvant. Ensuite on
peut la commenter. On retire la deuxi¢me feuille transpa-
rente et on regarde de nouveau la premiére feuille. On tente
de regrouper les parallélogrammes d’aire égale a la lumiére
des informations regues sur le schéma 2. On replace le
transparent 2 simplement pour vérifier une information par-
ticuliere.
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Peu 2 peu, a ’ceil du spectateur qui ne voit pas I’équiva-
lence entre ’aire 5 et I'aire 7, va se substituer I'ceil du
mathématicien qui voit 2 travers les relations énoncées sur
la feuille 2: L aire 5 égale I’aire 1 qui égale I’aire 2. L’aire
2 égale 'aire 8 qui égale I'aire 7. Les éléves qui font cet
exercice vous disent tout d’un coup: c’est évident. Ils
«voient», ou plutdt ils évoquent ce qui reste invisible a
I’eil du spectateur. Il s’agit bien d’une évocation, d’un
retour sur la réalité pour en extraire le sens, retour sur une
réalité constituée non seulement de I’apparence des choses,
mais aussi de relations et de transformations explicitées.

Voici une autre activité dont le but est de développer
«P'®il du mathématicien». Sur une feuille transparente
pour rétroprojecteur, on dessine les figures suivantes:

N

A cette feuille, on superpose une autre feuille transpa-
rente sur laquelle ne se trouve qu’un segment perpendicu-
laire au précédent. On fait glisser cette feuille sur la pre-
miere. Les fleches indiquent la direction du glissement.
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N

< @ &

On fait glisser la feuille horizontalement en demandant
aux €éleves de «voir» le parallélogramme construit selon le
procédé indiqué en haut a gauche de la premicre feuille.
Pour ceux qui auraient du mal & «voir» ce parallélo-
gramme, montrons-le une fois:

NA

- &

Il ne faut pas le montrer plus d’une fois: il faut provo-
quer une construction mentale qui tienne compte non seule-
ment de ce que le spectateur voit, mais aussi d’une relation
donnée par I’exemple se trouvant dans le coin gauche de la
feuille. Cette construction mentale associe une image vue
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en tant que spectateur (les deux segments) et une relation.
La combinaison de ces deux éléments provoque 1’élabora-
tion d’un « objet mental », le parallélogramme.

Ce parallélogramme imaginé se déforme. Comment son
aire varie-t-elle ?

Faisons « monter » la feuille 2. Qu’arrive-t-i1?

N

Comment doit donc se déplacer le segment vertical ?

Mais est-ce vrai que ’extrémité inférieure du segment
vertical ne doive pas quitter la droite contenant le premier
segment ? Que se passe-t-il ici?

Ny [

v
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On peut imaginer un parallélogramme construit selon les
modalités représentées en haut a droite, cette fois. On peut
«voir» ce parallélogramme. Comment se compare son aire
a ’aire de la premiére famille de parallélogrammes? Et
cette fois, comment doit se déplacer ce segment ? Ne peut-
il étre contenu que dans la droite verticale passant par
Pextrémité gauche du segment horizontal ? Qu’en est-il de
la droite parallele passant par I’extrémité droite ? On conti-
nue a faire bouger le segment 2, assez lentement pour que
le plus d’éléves possible puissent «voir» le parallélo-
gramme se construire mentalement.

Certains seront obligés d’en suivre le contour avec leur
doigt pour en susciter I’image mentale, d’autres devront se
reporter aux dessins en haut & gauche ou en haut 2 droite,
d’autres devront se dire comment construire le parallélo-
gramme. On demande aux éléves de raconter comment ils
font pour faire apparaitre ce parallélogramme virtuel. On
recommence ensuite jusqu’a ce que le plus' grand nombre
d’éleves puissent soit voir directement le parallélogramme
construit & partir des deux segments, soit, faute d’image,
décrire comment ce parallélogramme serait construit.

C’est «I'ceil du mathématicien » qui construit ce parallé-
logramme. 11 le construit en regardant avec I’ceil du specta-
teur, mais en prolongeant immédiatement ce regard grice a
la mise en ceuvre de relations qui complétent ce qui est
pergu pour former une image évoquée.

L’ceil du mathématicien et Peil du spectateur

Les éléves ont déja travaillé sur les propriétés du parallé-
logramme. Nous pouvons profiter de ce qu’ils savent pour
achever la distinction entre ceil du mathématicien et ceil du
spectateur. Les activités précédentes ont permis de com-
mencer cette distinction avec les éleves. On peut pour-
suivre cette distinction avec les activités suivantes.

Voici un certain nombre de figures. Ces figures compor-
tent un certain langage visuel. Les tirets mettent en évi-
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dence des segments égaux. Quels sont les parallélo-
grammes vus par ’ceil du spectateur ? Quels sont les paral-
Iélogrammes vus par I’ceil du mathématicien ?

A
D B p
4 B
D
(AB) //(DC) |C c
Fig. 1 Fig. 2
B
A
C
D
Fig. 3
A B
D ABCD estun
parallélogramme

Fig. 4

HEQUE

Aa-CEDORES-IEIAS

[IXT=T
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B

Fig. 5 D

L’eil du spectateur va voir un parallélogramme dans
chacune des figures précédentes. Cependant I'ceil du
mathématicien ne verra pas de parallélogramme dans le cas
de la figure 2: le dessin ressemble bien a un parallélo-
gramme, mais rien ne met en évidence une relation permet-
tant d’affirmer qu’il s’agit d’un parallélogramme. C’est le
cas aussi de la figure 5. La diagonale AC est bien partagée
en deux parties égales par la diagonale BD, mais cette pro-
priété seule est insuffisante pour affirmer que la figure 5 est
un parallélogramme. Les figures 1 et 3 sont bien des paral-
lélogrammes au regard du mathématicien. La figure 4 aussi
puisqu’on affirme que le quadrilatere ABCD est un parallé-
logramme.

L’eil du mathématicien voit méme des parallélo-
grammes 1a o I’ceil du spectateur n’en voit pas.

B

Fig. 6
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C

AD /I BC

Fig. 7

Le mathématicien va voir que les quadrilateres ABCD
sont des parallélogrammes 12 oii le spectateur ne va méme
pas voir de figures fermées.

Trois évocations différentes de la réalité :
celles du spectateur, de I’artiste et du mathématicien

Le spectateur voit et reconnait les objets a partir de leur
apparence. I peut les nommer. II voit tout ce qui est expli-
citement représenté et rien de plus. Un éleéve disait qu’il
s’agissait d’un « ceil optique ».

L’évocation de D’artiste-dessinateur dissout les objets
représentés et identifiables pour ne voir que des lignes, des
espaces positifs et négatifs, des relations spatiales entre des
lignes éventuellement prolongées, un équilibre global entre
les formes, qu’elles soient figuratives ou non.

L’évocation du mathématicien consiste a ne faire exister
un objet qu’en fonction de relations qui peuvent étre expli-
citées. Réciproquement, derriére un objet, il «voit» aussi
toutes les relations qui lui sont associées. Les objets réels
pour le mathématicien sont toujours des « objets mentaux »,
résultat d’une construction mentale effectuée a partir de
certains éléments que voit aussi le spectateur, mais qui sont
évoqués comme exprimant des relations par le mathémati-
cien.
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Chacune de ces évocations constitue un codage différent
de 1a méme réalité. A partir d’'une perception commune, le
spectateur, 'artiste et le mathématicien sont plongés dans
trois univers évoqués completement différents. Mais ces
trois formes d’évocation ne s’opposent pas. Dans la
recherche d’une solution et d’une démonstration, elles vont
s’étayer comme nous allons le voir au cours de la démons-
tration qui va suivre.

Avant de passer a la démonstration, il faut s’assurer que
les éléves font bien la distinction entre 1'ceil du mathémati-
cien et ’ceil du spectateur. S’ils ne peuvent faire cette dis-
tinction, ils ne pourront comprendre ce que I’on fait quand
on fait une démonstration. Il ne s’agit pas de leur faire faire
théoriquement cette distinction, mais simplement qu’ils
soient capables de la faire sur des exemples comme les
exemples précédents.

LA DEMONSTRATION D’UN THEOREME

Nous allons maintenant aborder la démonstration du
théoreme suivant: La droite supportant le segment passant
par les milieux de deux cotés d’un triangle est parallele au
support du troisi¢me cOté et la longueur de ce segment est
égale 2 la moitié de celle du troisieme cOté.

Les éleves qui n’arrivent pas 2 démontrer rencontrent en
général les deux difficultés suivantes:

— L’ objet méme de la démonstration leur échappe:
puisqu’on voit bien ce qu’on veut démontrer, pourquoi
démontrer ?

—1IIs ont I’'impression que toute démonstration doit €tre
apprise par cceur et qu’ils seraient bien incapables d’en
trouver une eux-mémes.

Nous allons tenter une approche qui voudrait surmonter
ces deux difficultés.
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Présentation des rappels

Toute démonstration débute par des «rappels». Ce sont
en général des résultats que 1’on utilisera directement dans
la démonstration. Dans une démonstration géométrique, il
s’agit d’une situation qu’il faudra reconnaitre. Etant donné
que notre désir est non seulement de démontrer mais
d’apprendre 4 démontrer, nous allons présenter ces rappels
dans la forme od nous les rencontrerons au cours de la
démonstration. D’autre part nous nous assurerons qu’ils ont
bien été évoqués, c’est-a-dire codés mentalement.

Nous ferons donc une présentation «en quatre temps»
pour chacun des rappels suivants.

Rappel 1
Temps 1: B

A

La figure est laissée 15 secondes sur le rétroprojecteur.
Les éléves I’observent avec I’intention de la reproduire.
Les plus visuels tentent de s’en imprégner globalement.
Les plus auditifs en font une description mentale dont ils
tenteront de se souvenir.

Temps 2: On masque la figure. Les éléves la reprodui-
sent sur leur cahier.

Temps 3: On découvre la figure de nouveau, les éleves
contrdlent qu’ils n’ont rien oublié.
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Temps 4 : On décrit verbalement le schéma et on énonce
le résultat. Les éleves notent ensuite dans leur cahier.

Rappel 2
On fait 1a méme chose avec la figure:

D
C
AD // BC
B
Rappel 3
s C
. D
ABCD est un
paraliélogramme
e B
Ag

Apres la présentation en quatre temps de cette dernicre
figure, on pose la question suivante:

Quelles sont toutes les relations que I’ceil du mathémati-
cien voit sur la figure précédente ?

Le mathématicien voit naturellement sur cette figure
I’égalité de co6tés invisibles pour le spectateur, des cOtés
paralleles, des diagonales qui se coupent en leur milieu,
etc.
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Distinction entre situation et action

Les situations (ou états ) et les actions ne sont pas gérées
mentalement de la méme fagon, certains éléves ayant beau-
coup plus de facilité 2 gérer les unes ou les autres. Nous
distinguerons toujours la situation et les actions.

Nous utiliserons encore le rétroprojecteur et des rabats
multiples. Nous présenterons le probléme de la fagon sui-
vante:

1. Présentation de la situation initiale en « quatre temps ».

c

Fig. 1 B

2. Présentation des actions faites : on trace (1J) et (AB).

Cc

Fig. 2

On demande aux éleéves de regarder avec I’ceil du specta-
teur les segments (IJ) et (AB). Ces deux segments apparais-
sent comme portés sur des supports paralleles. Certains
éleves verront que (IJ) semble étre la moiti€ de (AB).
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L’ceil du mathématicien ne voit rien de tout cela. Nous
allons en faire I’hypothése. Nous allons tenter de le démon-
trer, donc de rendre visible & I’ceil du mathématicien ce que
voit I’ceil du spectateur. C’est 1a une premiere définition de
la démonstration en terme d’évocation.

Recherche d’une solution

Que voit I’ceil du mathématicien sur la figure 2 7 Rien de
plus que le spectateur. Est-ce que les rappels du début peu-
vent donner quelques idées ? Les points I et J sont bien des
points milieux, mais nous sommes loin des figures présen-
tées en rappel. Que faire dans une situation comme celle-
ci? Procéder comme les visuels ont tendance a le faire
naturellement, enrichir la figure pour faire apparaitre des
relations qu’une figure trop pauvre ne laisse pas apparaitre.

Comment enrichir une figure ?

Une fagon d’enrichir la figure est de la rendre plus symé-
trique, ce qui est une facon de faire apparaitre de nouvelles
relations. Dans le cas de la figure 2, les points I et J sont
déja des points milieux. On peut donc tenter d’enrichir la
figure en cherchant les symétriques par rapport a ces deux
points.

Placons tous les points symétriques des points de la
figure par rapport a une symétrie centrale de centre J.

C

Pour I’ceil du spectateur, cette figure parait plus confuse.
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Est-ce que le spectateur ne pourrait pas y voir une figure
familiere ? Simplement en tragant (BI’), il peut voir un
parallélogramme.

C
l
l'
A
B

Mais ce parallélogramme, 1’ceil du mathématicien ne
peut le voir. Pourtant si I'ceil du mathématicien pouvait
voir ce parallélogramme, il serait facile pour lui de voir
aussi que les supports de (II’) et de (AB) sont paralleles et
que (1J) est égal a la moitié de (AB)

L’ceil du mathématicien, en revanche, voit 3 parallélo-
grammes que 1’on peut rendre visibles pour un spectateur
de cette fagon:

c
[+
. ‘ A'
i Al
‘!
A y
A
B
c

I Al

A i
B




348 [ Gestion mentale et mathématiques

Le tracé des symétriques des points de la figure par rap-
port A une symétrie centrale de centre J a enrichi ce que le
spectateur (le parallélogramme II'BC) et le mathématicien
voient : les parallélogrammes AIA'T, ACA’B, ICI'B.

Reformulation du probléme aprés I’ajout
des points symétriques

Nous n’avons plus affaire au méme probléme mainte-
nant. Il doit étre reformulé. Dans ce cas, ce peut tre de la
facon suivante : le mathématicien peut-il voir le parallélo-
gramme ICI'C?

Une fagon de poser ce probléme visuellement est de ras-
sembler les quatre vues dont nous disposons: les trois du
mathématicien et celle du spectateur.

Vues du mathématicien :

Fig. 1 Fig. 2

Fig. 3
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Vue de spectateur

Fig. 4

La vue du spectateur (4) manque d’information pour le
mathématicien. Dans quelle mesure les parallélogrammes
vus par le mathématicien nous permettent de compléter
I’information contenue sur la figure 4 ?

Sur la vue 3, le mathématicien, en voyant ICI’B, voit que
(IC) = ( BI'), et aussi que BI’ // AC.

Placons ces informations sur la figure 4:

C

AC /I BI

Maintenant le mathématicien voit aussi ce que voyait le
spectateur : le quadrilatere AII'B est un parallélogramme.

Le probléme est maintenant résolu. Il reste a faire la
rédaction de la démonstration. Cette rédaction a pour but
de convaincre par des moyens logiques quelqu’un d’autre
de la validité du résultat. C’est un probléme de communi-
cation. Il faut donc que toutes les informations essentielles
s’y trouvent, mais qu’il n’y en ait pas d’inutiles.
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Le style de rédaction d’une démonstration peut grande-
ment varier selon les exigences de I’enseignant. Cependant
on trouve en général :

— la description de la situation de départ;

—1la description des actions faites & partir de cette situa-
tion.

Tout cela constitue I’hypothése.

Ensuite on reprend les étapes successives qui ont conduit
a la solution en ne gardant que les parties directement
utiles. On va donc omettre tout ce qui a constitué le travail
de recherche qui n’a pas un lien direct avec la solution
trouvée; c’est pourquoi il n’est pas facile d’apprendre a
démontrer en lisant des démonstrations.

Le moment de la rédaction constitue une vérification
logique, déductive et verbale des résultats obtenus. C’est
aussi le moment ol I’on essaye de transmettre, donc de pré-
senter de fagcon convaincante ce que I’on a fait.

Démonstration et gestion mentale

1. Le projet

Avant de commencer a démontrer, le projet qui va guider
le travail de démonstration doit étre le plus précis possible.
Les éleves doivent avoir le projet de «faire des mathéma-
tiques », donc &étre conscients de certaines caractéristiques
de Pactivité mathématique visant 2 démontrer.

On recherche un moyen, un outil qui permet d’arriver a
un résultat. Le moyen ou I’outil doit étre le plus général et
le plus simple possible. L’outil ou le moyen utilisé a plus
d’importance que le résultat obtenu.

On réfléchit sur I’outil ou le moyen lui-méme et ’on
envisage les points suivants:

— son domaine d’application ;

— sa «fiabilité » ;

— les possibilités de modification de I’outil et les résul-
tats nouveaux que ces modifications permettent d’établir.
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Avant de commencer 4 démontrer, un éléve doit se remé-
morer les points précédents. Il s’agit d’une sorte de condi-
tionnement mental précédant le travail proprement dit.

2. Les différentes évocations

On utilise trois évocations différentes:

1. L’évocation du spectateur : il évoque des objets concrets
ou des formes 2 partir de leur apparence. Il reconnait les
objets et les formes qui sont dessinés et peut les nommer.
2. L’évocation du dessinateur ou de I’artiste: il voit «en
lui» ce qui n’est pas forcément dessiné. C’est une évoca-
tion qui dissout les objets représentés pour faire apparaitre
des formes dans les espaces négatifs, ou faire des liens
entre des formes différentes qui ne sont pas expressément
représentées. Les lignes de contour ne font pas que souli-
gner les contours, mais ont des relations entre elles ou leur
prolongement. L’évocation du dessinateur ou de I’artiste est
souvent globale, muette, esthétique. Elle aboutit a la créa-
tion d’objets mentaux nouveaux.

3. L’évocation du mathématicien: il ne voit qu’a partir de
relations explicitées. Il voit des objets non pergus a condi-
tion que les relations entrainant leur existence virtuelle
soient perceptibles. Il s’agit bien d’une évocation car « le
mathématicien » crée vraiment mentalement les objets non
pergus. Il ne s’agit pas de résultats appris, mais bien d’une
nouvelle évocation de la réalité. Un résultat mathématique
intégré modifie 1’évocation du mathématicien. L’évocation
du mathématicien s’apparente & une projection d’un objet
mental existant dans une réalité concrete.

Lors du processus de démonstration, ces trois évocations
entrent en jeu. Une des difficultés est de les reconnaitre et
de les utiliser 2 bon escient. Il est inutile de tenter de faire
faire une démonstration a un éléve qui ne saurait pas distin-
guer une évocation du spectateur d’une évocation du
mathématicien. C’est un préalable 2 la démonstration.
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L’évocation de I’artiste permet d’avoir les idées qui vont
orienter la démonstration. Le spectateur va voir avant le
mathématicien. Le but de la démonstration est que le
mathématicien voit finalement lui aussi ce que le spectateur
a vu et que bien souvent Partiste lui a montré.

Ces trois évocations correspondent a des €tats mentaux
différents. On ne se met pas tout d’un coup a évoquer
comme I’artiste alors que ’on évoquait comme le mathé-
maticien. Pouvoir identifier ces évocations par des mots
différents permet d’orienter le travail mental nécessaire a la
démonstration.

Contrairement a ce que I’on entend parfois, il ne faut pas
se défier de ce qu’on voit, on ne démontre pas parce qu’on
peut avoir des «illusions d’optique». Une illusion
d’optique n’est que le moment ol le spectateur et le mathé-
maticien voient des choses différentes, mais I’évocation du
spectateur est aussi vraie que I’évocation du mathématicien
ou de lartiste. Le spectateur et 1’artiste voient souvent
avant le mathématicien, et le mathématicien ne pourra voir
que parce que l’artiste et le spectateur ont vu avant lui.
Démontrer, c’est amener le mathématicien a voir lui aussi
ce qu’artiste et spectateur ont quelquefois vu avant lui,
mais souvent le regard du mathématicien verra ce que ni
Partiste ni le spectateur ne peuvent voir.

Dans le processus de démonstration géométrique, il y a
une part visuelle importante: c’est celle rattachée a I’évo-
cation de I’artiste. C’est souvent le moment ol1 ’idée arrive
et c’est la partie la plus créative de la démonstration. Les
éleves ou les enseignants qui utilisent presque exclusive-
ment des processus verbaux en mathématiques ont
I’impression de pouvoir comprendre une démonstration
facilement, de pouvoir I’enseigner, mais se croient inca-
pables de la trouver eux-mémes. Ils ont I’impression de ne
pas pouvoir commencer, ou de ne pas avoir la bonne idée
ou I’intuition qui met sur la voie. Par contre, ils sont parti-
culierement brillants pour démonter les rouages logiques
du processus déductif. Ils pourraient faire des progrés
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rapides s’ils développaient en eux I’ceil de I’artiste et méme
I’eil du spectateur. Cela pourra leur paraitre difficile au
début, car ils se défient beaucoup de ce qu’ils voient et
veulent «tout comprendre », tout analyser immédiatement
sans se laisser vivre le moment un peu angoissant ou la
figure se déstructure et les images se reforment dans le
silence, oli la complexité augmente avant, éventuellement,
de se résoudre.

Les visuels au contraire ont I'intuition du résultat. Mais
I’ceil du spectateur, ou éventuellement de 1’artiste, prend
toute la place. Prisonnier d’une évocation globale, I’analyse
est difficile et la rédaction encore plus. Il leur faut casser
I'image globale pour retrouver la séquence logique. On
peut leur faire deux suggestions. La premiere est de tou-
jours mémoriser une image accompagnée d’un commen-
taire. C’est au moment de la premiére évocation que I’asso-
ciation de I’analyse et de I'image doit se faire. Il est trop
tard au moment de rédiger la démonstration. Si seules les
images ont été évoquées initialement, seules. les images se
présenteront au moment de la rédaction. L’autre suggestion
est de mémoriser la figure puis de 1’éloigner de son regard.
Alors le commentaire vient souvent beaucoup plus facile-
ment ainsi que I'enchainement des idées. Ces exercices
peuvent devenir systématiques pour ceux qui trouvent par-
ticulierement difficile de rédiger une démonstration.

JFAISONS LE POINT

Apprendre a démontrer, c’est d’abord se donner le
projet de faire une démonstration.

La démonstration est une activité mathématique par-
ticuliére. Or, «’activité mathématique» a des caracte-
ristiques:

- elle recherche ce qui est simple et général ;

- elle s’intéresse autant a Poutil qui a permis de
résoudre un probléme qu’a la solution du probléme;
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- elle utilise un langage particulier, souvent de nature
algébrique, parce qu’il exprime simplement des rela-
tions logiques généralisables.

L’activité mathématique utilise successivement plu-
sieurs évocations:

- Pévocation du «spectateur », au premier degré, en
P16 peut-on dire;

- P’évocation dite de «Partiste» qui tend a dissoudre
les formes pour ne plus considérer que des lignes, leur
prolongement et leurs relations;

- I’évocation du mathématicien qui «voit» a partir
d’objets mathématiques, concepts qui tendent a se pro-
jeter dans la réalité concréte et a lui donner une struc-
ture particuliére.

Démontrer consiste a rendre visible a P’ceil du mathé-
maticien ce qui peut I’étre d’autre part a I’artiste ou au
spectateur. Démontrer peut aussi consister a voir avec
Peeil du mathématicien ce que ni Partiste ni le specta-
teur ne peuvent voir.

Le projet de I’éleve est donc de se placer dans le
cadre d’une «activité mathématique» dont il doit
connaitre les caractéristiques, et ce projet s’appuie sur
la distinction entre I’évocation mathématique et les
autres évocations.

Apprendre a démontrer consiste a éduquer le regard
du mathématicien, a le distinguer des autres regards.
L’évocation mathématique ne se substitue donc pas a
d’autres facons d’évoquer. Au contraire, elle s’en nour-
rit. Les concepts géométriques, les théorémes n’ont pas
de sens s’ils ne débouchent pas sur ’éducation de Peil
du mathématicien, donc sur une évocation nouvelle.
Rappelons que le regard du mathématicien peut
s’appuyer sur des modalités verbales.

6. Le paramétre P1 concerne les objets concrets. Voir les Objectifs
pédagogiques, op. cit.
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La dynamique mentale pendant une démonstration
part de I’évocation précise de la figure initiale, de la dis-
tinction entre ce qui est état et ce qui est construction.

Elle se poursuit par la traduction en terme évocatif
du probléme a résoudre. Il y a d’un coté ce que le
mathématicien voit, de autre ce que le spectateur voit.
Dans le premier cas, on va trouver des proprié¢tés don-
nées, dans Pautre ce qui doit faire I’objet de la démons-
tration.

On tente ensuite de reconnaitre dans la figure donnée
des configurations que I’il du mathématicien sait
reconnaitre. Ces configurations doivent étre mentale-
ment présentes. Dans un cours, ces configurations peu-
vent faire ’objet de rappels.

Ensuite on tente de se rapprocher de ces configura-
tions en transformant la figure: ’évocation de Partiste
peut étre alors d’un grand secours. Certains régles peu-
vent guider ces transformations (par exemple aller vers
une figure plus symétrique). C’est la partie la plus créa-
tive de la démonstration, celle ou ’on doit s’appuyer
sur des évocations autres que mathématiques pour
«avoir des idées».

Le probléme initial doit souvent étre reformulé en
tenant compte des transformations effectuées.

A chaque étape, on fait le bilan: Qu’est-ce que le
spectateur voit? Qu’est-ce que le mathématicien voit?
Est-ce que I’un peut voir aussi ce que Pautre voit?

Enfin, quand le mathématicien voit ce que le specta-
teur voyait dés I’énoncé du probléme, le probléme est
résolu. Il reste a passer a la rédaction.

Un des avantages de cette présentation est que les
éléves peuvent traduire ce qu’ils doivent faire au cours
d’une démonstration en termes de travail mental. C’est
en particulier ce que suggére le passage de ’eeil du
mathématicien a I’eeil du spectateur et de Partiste. La
maitrise du passage de P’eil du mathématicien a D’ceil
du spectateur est la premiére condition qui assure la
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cohérence logique d’une démonstration. La seconde
condition est la précision des évoqués, aussi bien du
probleme que des figures et que des objets mathéma-
tiques. La logique d’une démonstration est donc la
conséquence d’un processus évocatif qu’il est possible
de décrire aux éléves et auquel ils peuvent s’exercer.




X

Les gestes mentaux
de la compréhension en mathématiques

Notre recherche du sens donné aux mathématiques se
fonde d’abord sur la distinction entre perception et évoca-
tion. Sans évocation, tout objet externe reste a jamais étran-
ger 4 la conscience. Dés qu’il y a évocation, I’objet interne
qui en résulte a déja la couleur des modalités évocatives.
Le sens donné & ce nouvel objet mental se fait par 1’établis-
sement de liens avec tout ce qui est déja chargé de sens. Le
langage intérieur établit ces liens, langage particulier a
chaque discipline, trés différent d’un individu a T"autre,
marqué dans son contenu par toute la vie sociale et scolaire
et dans sa forme par des habitudes évocatives, plus ou
moins visuelles, verbales ou kinesthésiques. Nous avons
tenté de décrire comment il se constitue. La nature non
naturelle des objets mathématiques oblige a construire pas
a pas ce langage intérieur. Nous avons signalé I'importance
des représentations mathématiques, a la fois concrétisations
de concepts et représentations de situations concrétes.

Comment mettre un éléve en position d’évocation?
Comment lui faire progressivement construire ce langage
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intérieur nécessaire 4 la compréhension des mathéma-
tiques ? :

Il faut d’abord aller a sa rencontre et trouver le canal de
communication au bout duquel la perception pourra se pro-
longer en évocation. Ou situer le point de départ de ce
canal ? Dans le temps, I’espace, le ressenti ? Quels moyens
d’expression allons-nous choisir : des mots, des images, des
gestes? Le long de quelle chaine évocative allons-nous
évoluer ?

Ensuite, si I’éleve, aprés avoir reconnu le temps de
I’évocation, se donne les moyens et I’habitude de sa pra-
tique, il fera le choix de ce canal de communication et
Penseignant n’a pas alors a se muer en un grand communi-
cateur multimédia. 11 lui suffit de s’assurer qu’il donne suc-
cessivement I’information sous deux ou trois formes et
qu’il laisse le temps nécessaire a I’évocation. Informé,
I’éleve reste le principal responsable de sa réussite, ce qui
lui laisse aussi le choix de la refuser.

Mais tout cela risque de rester épouvantablement tech-
nique et méme vide de sens si ce n’est mis en ceuvre a tra-
vers un projet. C’est le projet qui dirige I’évocation. C’est
le projet qui donne le sens. C’est le projet qui active les
fonctions cognitives et les coordonnent. C’est le projet qui
dirige I’activité intellectuelle.

Chaque éleve a une certaine idée de lui-méme, un projet
d’étre ou de devenir et les mathématiques peuvent donner
I’impression d’aller & I’encontre de ce projet. Elles sont
alors ressenties comme réductrices et contraignantes et
méme mortiferes. Elles ne seront acceptées que si elles
peuvent participer a un certain projet d’accomplissement
individuel. La recherche des modalités évocatives est
I’occasion de préciser ces projets souvent implicites chez
les éleves. On peut alors faire le choix d’une approche
acceptable qui va transformer les croyances de I’éléve sur
la nature des mathématiques. Il ne faut pas pour autant
tomber dans la démagogie, mais au contraire se rapprocher
de ce que sont bien souvent les mathématiques pour celui
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qui les produit. Le respect de la particularité des trois
niveaux rencontrés dans cette discipline, celui des situa-
tions concretes et des représentations externes, celui de la
langue, celui des objets mathématiques, chacun ne pouvant
se réduire au précédent mais s’enrichissant & son contact,
assure déja que I’on se situe bien a I'intérieur de I’activité
mathématique.

Certains croient qu’il leur faut abandonner ce qu’ils sont
pour devenir un automate ou un perroquet. D’autres croient
qu’il faut tout réinventer et devenir une sorte de magicien.
Les uns et les autres se trompent, ils n’ont pas le projet de
faire des mathématiques, mais un autre, erroné, qui les
éloigne de tout espoir de réussite. C’est pourquoi un des
buts de ce livre fut de décrire «le projet de faire des mathé-
matiques » pour le rendre le plus explicite possible et don-
ner a chacun la possibilité de I’adapter a ce qu’il est.

L’intervention pédagogique repose sur le réle du projet
dans la vie mentale. Pour faire des mathématiques, il faut
avoir le projet correspondant, d’ol1 la nécessité d’enseigner
I’activité mathématique autant que les concepts. Mais plus
simplement, toute présentation doit correspondre a un pro-
jet pour I’éleéve, projet plus ou moins immédiat: projet
d’évoquer une figure, de la commenter, de mémoriser,
d’imiter un comportement, de retrouver une configuration
déja vue, d’insérer une nouvelle connaissance dans un
champ plus large... Un cours est une succession de projets
précis a réaliser, projets générateurs d’activité mentale.

Quand le projet de faire des mathématiques se trouve en
accord avec I’idée qu’on a de soi-méme, quand les projets
ponctuels structurant un cours s’insérent dans les projets
précédents et correspondent aux habitudes évocatives, il y a
ce qu’on appelle la « motivation». Mais tout cela ne suffit
pas pour donner une compréhension des mathématiques en
terme de gestion mentale. Il reste & décrire les gestes men-
taux a accomplir. En rester au niveau de 1’évocation sans
plus de précision risquerait d’induire les éléves en erreur en
confondant mémorisation et compréhension
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Le geste mental est un outil précieux parce qu’il induit
un type précis d’activité mentale. Rappelons la définition
que nous en donnons : Effectuer un geste mental consiste a
faire subir, consciemment et dans un but précis, un certain
traitement a des représentations mentales.

Si I’on peut décrire la compréhension en mathématiques
en fonction de gestes mentaux a accomplir, on éclaire un
processus mystérieux et on fournit des moyens d’obtenir
cette compréhension. On peut méme s’entrainer & accom-
plir ces gestes comme on peut s’entrainer 4 améliorer une
performance physique. Il faut se limiter 2 un nombre peu
important de gestes si I’on veut &tre efficace. Ces gestes
seront donc assez globaux. Ils mettront en jeu et assureront
la coordination de plusieurs fonctions cognitives. Ils
devront €tre décrits clairement pour qu’un éléve sache
comment faire mentalement pour les exercer, méme s’ils
sont définis non pas par leurs modalités (description expli-
cite), mais par le résultat qu’on attend d’eux (description
implicite).

Les six gestes mentaux qui nous paraissent les plus
importants a développer sont les suivants:

1. Intérioriser: c’est-a-dire se donner un codage mental
des images, des gestes, des mots, des mouvements vus ou
entendus pour pouvoir les reproduire.

Le geste mental 1 assure I’intériorisation des événements
extérieurs: énoncés, images, déplacements, actions. Ses
modalités peuvent étre fort différentes d’un individu a
Pautre: c’est ’image, le son, le ressenti, le mouvement que
certains éléves vont privilégier pour reproduire les événe-
ments extérieurs. Ce geste mental assure que I’évocation de
ce qui a été pergu s’est bien effectuée. I1 peut déboucher sur
la mémorisation simple, mais est aussi indispensable a
toute compréhension ultérieure car il provoque I’apparition
de I’objet évoqué a partir duquel s’effectuera toute activité
de compréhension ultérieure
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11 constitue une forme d’attention particuliére, I’attention
n’étant pas forcément tourné vers la reproduction. La
reproduction est un critére de réussite de ce geste mental
tout en constituant un projet qui va le provoquer.

Ce geste mental s’applique aussi aux comportements,
aux stratégies. Ceux qui réussissent bien dans la résolution
des problémes sont aussi de bons imitateurs qui apprennent
en observant les autres résoudre des problemes, que I’évo-
cation se fasse visuellement ou verbalement.

2. Personnaliser la représentation: représenter (ou se
représenter) en traduisant dans une forme personnelle ce
qui est intériorisé.

Le geste mental 2 consiste 2 donner une traduction per-
sonnelle aussi bien dans ses modalités (I'image, le son, le
ressenti, le mouvement) que dans la forme. Ce geste mental
donne un sens personnel & ce qui peut étre reproduit grace
au geste mental 1. Faire ce geste mental consiste 2 tisser
des liens entre ce qui a déja un sens avec ce qui est nou-
veau. C’est une description faite a partir du langage inté-
rieur. Le geste mental 1 doit le précéder pour s’assurer que
1a situation externe a bien été évoquée. Certaines de ces tra-
ductions personnelles peuvent &tre des associations plus ou
moins farfelues, des métaphores, des comparaisons.

Ce geste va charger de sens la premiére évocation. Ce
geste oblige souvent & remonter jusqu’a ce qui a un sens en
soi, ce qui est quelquefois trés loin. Ce peut &tre aller
jusqu’au sens premier de la multiplication méme si on se
trouve en terminale et que I’on doive résoudre un probléme
de combinatoire. Une conséquence de ce geste mental peut
étre une formalisation complétement nouvelle du probléme.

Ces deux gestes sont indispensables pour aller plus loin.
Iis restent tout aussi importants & des niveaux plus élevés.
Avant de comprendre un théoréme, il faut d’abord donner
un sens a chaque terme et le rattacher a ce qu’on connait
avant d’entreprendre la lecture de la démonstration. Les
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difficultés de compréhension de cette démonstration pro-
viennent souvent des faux sens, de mauvaises interpréta-
tions ou d’interprétations incomplétes résultant de 1’appli-
cation insuffisante des gestes 1 et 2. La solution a un
probléme ne se présente que si toutes les données du pro-
bleme ont été intériorisées et personnalisées. Les contraintes
du probléme sont alors completement évoquées. L'essentiel
des stratégies de résolution de problemes consiste a prati-
quer les gestes 1 et 2.

3. Mettre en évidence des invariants, ce qui implique une
comparaison 2 partir de ce qui est commun et de ce qui est
différent dans deux situations. Ces situations peuvent &tre
de natures verbale, visuelle, dynamiques ou non.

Le geste mental 3 est nécessaire pour assurer la forma-
tion de concepts par le regroupement de propriétés diverses
sous un méme nom. En mathématiques, nous croyons que
cette définition du concept est insuffisante pour le rendre
actif et en faire un outil de résolution de problemes. Le
geste mental 5 est indispensable pour assurer cette dyna-
mique.

Il faut souvent un entrainement particulier a ce geste
mental, le travail de recherche d’invariants devant se faire
sur des objets évoqués tout en respectant les différences
individuelles. Représenter ce qui est invariant, soit visuelle-
ment soit verbalement, est indispensable. L’entrainement a
ce geste passe donc par la recherche et I’expression de ce
qui est semblable et de ce qui est différent, quel que soit
I’ordre dans lequel on fait cette recherche.

4. Traduire d’une forme dans une autre : traduire les pro-
priétés arithmétiques sous forme géométrique ou récipro-
quement, traduire des énoncés sous une forme imagée,
schématique ou arithmétique sont quelques exemples de
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cette traduction. Il s’agit aussi d’exprimer un terme mathé-
matique nouveau en fonction de termes connus, ou de
reformuler différemment une phrase mathématique.

Le geste mental 4 met en place un processus particuliére-
ment efficace en mathématiques. Ce processus consiste a
exprimer autrement, mais d’une fagon équivalente. C’estce
que ’on fait déja en résolvant une équation ol chaque
transformation de 1’équation est une autre équation plus
facile a résoudre, mais cependant équivalente. C’est en
exprimant de fagon analogue mais sous une autre forme
que I’on met en évidence des propriétés, que I’on fait des
rapprochements et que I’on trouve des solutions.

Ce geste demande I’exercice du geste précédent. Une
transformation n’a d’intérét que si on la considére sous le
double point de vue de ce qui est transformé et de ce qui est
conservé. Avant de produire de telles transformations, il
faut en avoir rencontré et s’étre exercé a en isoler les inva-
riants.

Souvent la transformation est effectuée pour se rappro-
cher d’une forme connue. Pour trouver une transformation,
il faut donc avoir en téte la forme dont on part, la forme
vers laquelle on se dirige et les éléments que 'on désire
conserver. Il reste alors 2 inventer la transformation, inven-
tion qui ne peut se faire sans I’évocation des €léments pré-
cédents et sans avoir en téte des exemples de telles trans-
formations.

Ces traductions peuvent mettre aussi en jeu des représen-
tations personnelles qui ne sont pas forcément considérées
comme mathématiques.

La transformation d’une expression mathématique assure
aussi ce qu’on pourrait appeler la « compréhension linguis-
tique» des mathématiques. Il assure le développement
cohérent de la langue mathématique.
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5. Projeter des structures connues
dans des situations nouvelles

Ce geste permet de reconnaitre dans une situation nou-
velle une structure ou une propriété mathématique intériori-
sée. Ce geste de «projection» va faire du concept un
«objet mathématique » tendant a se projeter dans une réa-
lit€ nouvelle. Au cours de projections successives, 1’objet
mathématique va se complexifier et se transformer.

Un éleve a qui I’on a présenté la division en association
avec un processus de partage va «reconnaitre » la division
dans un processus de regroupement. Il va le faire sans
qu’on le lui explique, alors qu’il n’avait pas a priori de
connaissances lui permettant de reconnaitre une division
dans le regroupement. I1 a donc considéré le regroupement
comme une situation voisine, sous certains aspects, de la
situation de partage et a «vu» que 1’opération division
pouvait aussi &tre associée a cette nouvelle situation. Nous
dirons alors que la division a été « projetée » dans une nou-
velle situation, et que cette projection a permis de donner
un sens a cette situation. La projection de la division dans
cette situation nouvelle a aussi modifié et élargi le sens
donné a la division. En se projetant, le concept de division
a donc évolué.

Voici un autre exemple : supposons que prendre une frac-
tion d’une certaine grandeur soit une opération définie
comme la suite d’une division et d’une multiplication.
Devant une situation oll 1’on colore 3 éléments sur 5, un
éleve peut projeter le concept de fraction reposant sur
P’algorithme précédent dans cette situation nouvelle. Pour
faire cette projection, le concept de fraction s’enrichit et
incorpore la notion de «rapport» a ce qui n’était au départ
qu’un «calcul ».

La projection nécessite un enrichissement personnel
d’une notion déja acquise dans un certain cadre pour
I’adapter a un cadre nouveau. Les deux cadres ne sont pas
strictement équivalents. Les concepts évoluent en partig par
projections successives.
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La résolution d’un probléme se fait souvent par projec-
tion d’un objet mathématique intériorisé sur une situation
nouvelle. Cette projection va permettre la résolution du
probleéme. Il est aussi I’outil des découvertes en mathéma-
tiques : une situation confuse devient soudain limpide parce
qu’on vient d’y projeter une structure mathématique qui
transforme 1’évocation qu’on en fait. C’est un geste fonda-
mental de compréhension. Si la réussite de la projection
illumine tout d’un coup une situation confuse, elle procéde
aussi d’essais infructueux. Pour s’entrainer a projeter, il
faut avoir en téte un objet mathématique, donc un objet
mental. La situation concréte sur laquelle la projection doit
se faire doit, elle aussi, étre évoquée dans tous ses détails.
Pour que la projection soit possible, il faudra accepter de
faire évoluer un peu I’objet mental. ‘

Le matériel didactique joue ce rdle. 11 est un lieu de pro-
jection. Certains exercices ont la méme fonction.

Le geste de projection est un geste essentiel dans la com-
préhension des mathématiques. Il assure I’évolution des
concepts et la résolution d’une catégorie importante de pro-
blémes. Sans entrainement particulier, il peut paraitre mys-
térieux parce qu’il ne se borne pas a reproduire ce qui est
déja fait, mais il est créateur de sens.

De nombreux enfants en difficulté ont une conception
totalement passive des mathématiques. IIs peuvent résoudre
des exercices mais jamais de problémes. Ils ne font jamais
de projections telles que nous venons de les décrire. Les
notions mathématiques qu’ils utilisent sont figées et ne
peuvent s’appliquer que dans des cadres déja rencontrés.
Par contre, un concept mathématique tend & se projeter de
cette fagon. C’est dans cette mesure qu’il devient efficace
et nous permet de résoudre des problémes nouveaux. C’est
par la projection que se crée une dynamique bien particu-
liere aux mathématiques: la tendance a élargir et a unifier
sans cesse le champ de ses applications.

Produire des concrétisations, avec le sens que nous
avons donné a ce mot, est un premier entrainement a la
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projection. Savoir que les objets mathématiques ne sont pas
figés mais en évolution constante est une condition néces-
saire a la projection. Reconnaitre une notion mathématique
dans une situation nouvelle, sans explication d’un tiers
mais par €vocation de plus en plus précise de la réalité et
de I'idée mathématique jusqu’a ce que le lien apparaisse,
constitue un entrainement direct a la projection.

6. Anticiper les étapes a franchir et
Ia forme d’un résultat

Il s’agit de prévoir quelques étapes de la résolution d’un
probléme avant de le faire et en particulier de prévoir la
forme de la solution que I’on cherche a obtenir. Il faut aussi
«s’imaginer» les formes possibles du résultat et agir en
conséquence.

Sans une telle anticipation, il n’y a pas d’organisation
cohérente du travail de recherche dans la solution d’un pro-
bleme. Les éleves en difficulté en mathématiques partent
«au hasard », ce qui donne souvent une grande impression
d’incohérence dans leur comportement mathématique. Ce
geste se développe évidemment avec I’habitude de
résoudre des problémes, a condition de revenir sur le pro-
bléme résolu en tentant de mémoriser une « bonne facon de
faire» avec le projet de la réutiliser le moment venu. Au
moment de la résolution du probléme, il faut s’arréter et
faire un inventaire des situations analogues a celle dans
laquelle on se trouve. S’ensuit I’évocation d’un certain
nombre de possibilités qui vont se traduire en actions vir-
tuelles : si je fais telle chose, voici ce qui va se passer. Ces
actions virtuelles vont déterminer le choix d’une stratégie
de résolution.

Chacun des six gestes précédents doit se constituer en
projet. Chaque éleve doit apprendre a le décrire, a prendre
conscience de ses modalités particulieres et a le mettre
consciemment en ceuvre. Ces gestes ont €té décrits plus
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complétement dans les chapitres qui préceédent. Leur liste
n’est pas limitative et ils peuvent se recouper dans certains
de leurs aspects. Ils nous semblent cependant les gestes
mentaux essentiels a effectuer pour affronter la complexité
et apprendre & comprendre les mathématiques. Ils s’adres-
sent a I’organisateur, cette partie de nous qui gére une autre
partie de nous-mémes, I’exécutant.

Apprendre les mathématiques peut devenir une ceuvre de
conscience, conscience de nos moyens d’apprendre,
conscience de nos projets, conscience des gestes mentaux a
effectuer, conscience de la nature des mathématiques que
I’on veut acquérir. Pour cela, il faut accepter la complexité
de I’activité mathématique, et tenter de ne rien cacher de la
variété des moyens de son appropriation. Apprendre les
mathématiques est un projet dans lequel on n’est pas obligé
d’abandonner I’essentiel de sa personnalité mais au
contraire la développer et en faire I’instrument de sa réus-
site. Il y a la pédagogie. 11 y a la psychologie. Il y a les
multiples théories de I’apprentissage qui ne deviennent
bien souvent que des a priori. Il y a surtout 1’éternelle
question que se pose le professeur toujours étonné du
regard de son éléve: mais qu’est-ce qui se passe dans sa
téte ?

SELIOTHEQUERE
¢ a-CEDDORES-EIAS
INELLE







Conclusion

Un principe fondamental en gestion mentale est la dis-
tinction entre perception et évocation. Si I’on  place I’évo-
cation au centre des préoccupations pédagogiques, on doit
d’abord tenir compte de I’éleve, non pas I’éleve générique,
mais de celui qui est 1a avec ses particularités, son histoire
et ses possibilités qu’une certaine forme de dialogue peut
nous révéler. La recherche des habitudes évocatives, quand
elle est menée sans a priori, est un terrain de rencontre
idéal entre ’adulte et I’éléve. Les adolescents, quelquefois
si difficiles 2 rejoindre, jouent souvent le jeu avec passion.
Rappelons qu’il ne s’agit pas de classer, mais de révéler
des habitudes mentales qui constituent autant de moyens
d’apprendre.

Mais I’analyse des habitudes évocatives n’est qu’un
aspect du probleme. L’activité mentale dépend aussi de la
nature de ce que ’on apprend. On n’apprend pas les mathé-
matiques comme le frangais ou la physique, ni la géométrie
comme I’algebre. Il faut donc analyser les concepts a
acquérir du point de vue de I’activité mentale. C’est ce que
nous avons fort modestement tenté de faire pour certains
d’entre eux, 2 partir des représentations que 1’on peut s’en
donner, des gestes mentaux qu’il faut effectuer pour se les
approprier, et du projet souvent implicite poursuivi a tra-
vers D’activité mathématique. Pour cela nous avons di
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parler de «chaines évocatives », de «canaux de communi-
cation », de «représentations mathématiques », de «langage
intérieur mathématique » ou «de regard du mathématicien »
et de quelques «gestes mentaux » particuliers pouvant étre
associés a la compréhension mathématique, tout cela dans
le but de donner des descriptions les plus opératoires pos-
sible de I’activité mentale en mathématiques.

Tenter de telles descriptions est une tdche ambitieuse,
mais qui peut se révéler remarquablement efficace quand
elles se font projets dans I’esprit de 1’éleve. Cette voie est
jusqu’a maintenant peu explorée. Les concepts rattachés a
la gestion mentale sont a la fois assez souples et précis pour
avancer dans cette direction. Nous ne sommes qu’au début
du chemin.
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Dans la perspective ouverte par les travaux d'Antoine de La Garan-
derie sur la gestion mentale, Alain Taurisson développe une
réflexion sur les modes d‘acquisition du langage mathématique.

Pour trop d’éléves, I'univers des mathématiques est celui de I'arbi-
traire et de I'absurde. Or, nous dit I'auteur, il est possible de donner
un sens @ l'activité mathématique.

Algin Taurisson propose donc une pédagogie de l'intuition mathé-
matique. Loin d’étre innée, celle-ci suppose que I'enfant se repré-
sente les objets mathématiques. Guidé par le pédagogque, il prendra
peu G peu conscience des gestes mentaux qui lui permettront
de démontrer un théoréme ou de résoudre un probléme d'algebre.
«Ces gestes mentaux, écrit Anfoine de Lo Garanderie dans sa
préface, sont les vrais chemins de l'intuition mathématique.» En se
les appropriant, 'enfant ne fait pas des mathémanques, il devient
mathématicien.
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